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Erster Abschnitt.

Die einfadyen Verkniipfungen ertenfiver Grifen.

ANNANNNNANNAANS AN

Kap. 1. Addition, Subirvaktion, Vevvielfachung und
@heilung eytenfioer Grifen.

§. 1. Begriffe und Rechnungsgesetze.

1. Erkldrung. Ich sage, eine Grisse a sei aus den
Grossen b, ¢,- - - durch Jie Zahlen 8, y, .- abgeleitet, wenn
a=gb 4+ yc 4---
ist, wo 8, y, - - reelle Zahlen sind, gleichviel ob rational oder
irrational, ob gleich null oder verschieden von null. Auch
sage ich, a sei in diesem Falle numerisch abgeleitet

aus b, ¢,---

2. Erklarung. Ferner sage ich, dass zwei oder mehrere
Grossen a, b, ¢.-. in einer Zahibeziehung zu einander
stehen, oder dass der Verein der Grossen a, b, ¢,--- einer
Zahlbeziehung unterliege, wenn irgend eine derselben sich
aus den tibrigen numerisch ableiten lisst, also wenn sich z. B.

a=gb+ye ..
setzen lésst, wo 8, y,- - - reelle Zablen sind. Besteht der Verein
nur aus Einer Grosse a, so soll nur in dem Falle gesagt
werden, der Verein unterliege einer Zahlbeziehung, wenn
a—o ist. Wenn zwei Grossen a und b, von denen keine
null ist, in einer Zahlbeziehung zu einander stehen, so be-
zeichne ich dies durch
a=h,
und sage a sei kongruent b.
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Anmerkung. Zwei reelle Zahlen stehen also immer, zwei ver-
schieden benannte Grossen stehen nie in einer Zahlbeziehung zu einander.
Null ist aus jeder Grossenreihe numerisch ableitbar, nimlich durch
die Zahlen o, o,--- Mehrere Grissen also, unter denen eine null ist,
stehen dtets in einer Zahlbeziehung zu einander.

Das Zeichen (=) ist in #hnlichem Sinne von Mo6bius (in seinem
barycentrischen Calciil) gebraucht. Die Benennung (kongruent) griindet
sich auf geometrische Betrachtungen. Zur Bezeichnung abstrakter
Beziehungen ist sie von Gauss gebraucht.

8. Erkliarung. Einheit nenne ich jede Grosse, welche
dazu dienen soll, um aus ihr eine Reilie von Gréssen numerisch
abzuleiten, und zwar nenne ich die Einheit eine urspriing-
liche, wenn sie nicht aus einer anderen Einheit abgeleitet
ist. Die Einheit der Zahlen, also die Eins, nenne ich die
absolute Einheit, alle iibrigen relative. Null soll nie als
Einheit gelten.

4. Erkldrung. Ein System vonEin heiten nenne
ich jeden Verein von Grossen, welche in keiner Zahlbeziehung
zu einander stehen, und welche dazu diencn sollen, um aus
ihnen durch beliebige Zahlen andere Grossen abzuleiten.

Anmerk. Hierher gehort auch der Fall, wo der Verein nur aus
einer Einheit besteht (die jedoch nach Nr. 3 nicht null sein darf).

8. Erklirung. Extensive Grosse nenne ich jeden
Ausdruck, welcher aus einem Systeme von Einheiten (welches
sich jedoch nicht auf die absolute Einheit beschrinkt) durch
Zahlen abgeleitet ist, und zwar nenne ich diese Zahlen die
zu den Einheiten gehorigen Ableitungszahlen jener Grosse;
z. B, ist das Polynom

o e + e, - -, oder > e oder > . e,
wenn a;, a,,--- reelle Zahlen sind, und e, e,,- - - ein System
von Einheiten bilden, eine extensive Grosse, und zwar ist
dieselbe aus den Einheiten e;, e,,-:-durch die zugehorigen
Zahlen @, w,,--- abgeleitet. WNur wenn das System blos aus
der absoluten Einheit (1) besteht, ist die abgeleitete Grosse
keine extensive, sondern eine Zahlgrosse. Den Ausdruck
Grosse iiberhaupt werde ich nur fiir diese beiden Gattungen
derselben festhalten. Wenn die extensive Grosse aus den
urspriinglichen Einheiten abgeleitet werden kann, so nenne ich
jene Grosse eine exiensive Grosse erster Stufe.

© in this web service Cambridge University Press www.cambridge.org



http://www.cambridge.org/9781108065610
http://www.cambridge.org
http://www.cambridge.org

Cambridge University Press

978-1-108-06561-0 - Die Ausdehnungslehre: Vollstindig und in strenger Form bearbeitet
Hermann Grassmann

Excerpt

More information

8) 3

Anmerk. Aus der Elementarmathematik setzen wir die Rech-
nungsgesetze fiir Zahlen, und auch fir die sogenannten ,benannten
Zahlen“, d. h. fiir die aus Einer Einheit abgeleiteten extensiven
Grossen voraus; jedoch nur fiir den Fall, dass jene Einheit eine
urspriingliche ist.

6. Erklarung. Zwei extensive Grossen, die aus demsel-
hen System vonEinheiten abgeleitet sind, addiren, heisst, ihre
zu denselben Einheiten gehorigen Ableitungszahlen addiren, d. h.

oo+ 2pe=2.(a+pe
7. Erklarung. Eine extensive Grosse von einer andern,
aus demselben Systeme von Einheiten abgeleiteten subtra-
hiren, heisst die Ableitungszahlen der ersteren von den zu
denselben Einheiten gehorigen Ableitungszahlen der letzteren
subtrahiren, d. h.

26 — 2 pe=2 (a—f)e
Anmerk. In Bezug auf die Klammerbezeichnung halte ich die
Bestimmung fest, dass ein ohne Klammern geschriebenes Polynom oder
Produki{ aus mehreren Faktoren gleichbedentend ist dem mit Klam-
mern geschricbenen Ausdruck, in welchem alle Klammern gleich zu
Anfang eintreten, also a +b 4+ ¢ = (a 4- b) 4 ¢, abe = (ab) ¢

u. S. wW.

8. Erkldarung. Fir extensive Grissen a, b, ¢ gelten
die Fundamentalformeln:
Y)a+b=D>b 4 a,
Na+ b+e)=atb+fe,
Na+4b—>b= a,
4)ya—b + b=
Beweis. Es sei a= 2, «e, b——Zﬂe c_Zye so ist
Dat+b=Sce+ 2pe=2+pe [nach 6].

:.bZ}gﬂ—‘f‘_O_‘)EIZR + 2ae [61.

=10 -r a.

Datb+o=10e - (Zfe + 2ye)
=Sae + 2. (B +7)e [6].
=L@ Ene [61.
=2 @B e
=2+ e + Zre [61.
=2 ae + 2 fe + 2re [61.
=a-+b-+e¢c

*
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) atb—b=2oe+ 2fe - 2pe
=2 (aFBe —~ 2pe [6].
=2.(a+pg—Be [71.

=Dae=a

4 a—b+b=ae—2fe+ 2fe
=2 (@— fle + 2p¢ [71.
=2(@—F+fe [6].
=Jae=a

9. Fir extensive Grossen gelten die sdmmtlichen Gesetze
algebraischer Addition und Subtraktion.

Beweis. Denn diese Gesetze konnen, wie bekannt, aus
den 4 Fundamentalformeln in No. 8 abgeleitet werden.

10. Erklirung. Eine extensive Grosse mit einer Zahl
multipliciren heisst ibre sammtlichen Ableitungszahlen mit
dieser Zahl multipliciren, d. h.

e - =4 -Z,ae:Z(aﬂ)‘e

11. Erklarung)| Eine extensive Grosse durch eine Zahl,
die micht gleich null ist, dividiren, heisst ihre sammtlichen
Ableitungszahlen durch diese Zahl dividiren, d. h.

S

12. Fiir die Multiplikation und Division extensiver Grossen
(a, b) durch Zahlen (8, y) gellen die Fundamentalformeln:
1) af = fa,
2) afy = a(fy),
3) (@a+b)y =ay + by,
4 a @ty =ap+ay
5) a-1=a,
6) af = 0 dann und nur dann, wenn entweder a =0,

oder § =0,
a:f=—a 1;#, wenn 8 2 0 ist ¥).

Beweis. Bs sei a=_2> ae, b:Zﬂ_e, wo die Summe
sich auf das System der Einheiten e, ... e, bezieht, so ist

#) Das Zeichen < zusammengesetzt aus 7 und £ soll ungleich
bedeuten.
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1) af = Ba nach der Definition [s. Formel in No. 10].
2) afy=2.ce fy=2(chley [10].
=3@ine [10].
=2 a(fy)-c =2 ae () [10].
=a(By)
3) (at+byy =(2ee + 2Be)y=2.(c + oy [6]
=2(@+pr-e [10].

= 2. (oy + fr)-e = 2. (ap)e + 2.(Bn)el6l.
=Saey+ 3Be-y [10].
=ay 4 by

4 a+N=2ce@ +=2c@ + e [10].
=D (ef+taop)e=2a8 ¢ + Day-e [6]

—Suwft sy r101
—af + oy
5) a-d =D ae-1=2ae [101.
6) a) wenn a—=20 ist, so ist
af=0-8=0
b} wenn 8 =0 ist, so ist
af=2a-0=20e-0=20¢ [10].
—‘:ZO_ [5. Anm.}

¢) wenn af = 0, so hat man
0=af=Dce f=2Dcfc [10].
Hieraus folgt nun, dass alle Podukte af d. h, o8, .8,
+ & § null sein miissen. Denn gesetzt, es wire cins der-
selben, z. B. ¢, nicht null, so hitte man aus der Gleichung
Ozalﬁ ey + opfe, 4 o oe - tnf en
durch Mult. mit — die Gleichung

oy

O_e1+—ﬁe2+ . "ﬂ . oder

e‘=< a2ﬁ> + +< alﬁ

d. h. e; wire aus e;----¢, numerisch ableitbar, oder zwi-
schen den Einheiten e;--..e, bestinde eine Zahlbeziehung,
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was gegen die Annahme ist, da ey, e,,---e, ein System von
Einheiten bilden sollen. Somit ist
0=of=mf= 0
also entweder § =0, oder wenn 8 2 O ist,
O=0oy =0y =":-0,

also a=.ae = 2.0e = >0 [5. Anm.]
=90

d. h, wenn a8=0 ist, so muss entweder § oder a gleich
null sein.

Na:f= Dae: p:Z_g: [11], da 8 nicht null ist.

f— _((Z% e:Z@—é— [10].
a L

— B

18. Fiir die Multiplikation und Division extensiver Grossen
durch Zahlen gelten die algebraischen Gesetze der Multipli-
kation und Division.

Beweis. Denn aus den Fundamenialformeln (1 bis 6)
des vorhergehenden Satzes folgen in bekannter Weise die
simmtlichen algebraischen Gesetze der Multiplikation, und durch
Formel (7) desselben Satzes wird die Division, ebenso wie
in der Algebra, auf die Multiplikation zuriickgefiihrt. Also
gelten auch die algebraischen Gesetze der Division fiir die
Division extensiver Grossen durch Zahlen.

§. 2. Zusammenhang zwischen den aus einem System
von Einheiten ableitbaren Grossen.

14. Erklirung. Die Gesammtheit der Grossen, welche
aus einer Reihe von Grissen a;, a,,---a, numerisch ableitbar
sind, nenne ich das aus jenen Grossen ableitbare Gebiet (das
Gebiet der Grossen ay,---a,), und zwar nenne ich es ein Ge-
biet n-ter Stufe, wenn jene Grdssen von ersier Stufe (d. h.
aus n urspriinglichen Einheiten numerisch ableitbar) sind, und
sich das Gebiet nicht aus weniger als n solchen Gréssen ab-
leiten ldsst. Ein Gebiet, welches ausser der Null keine Grosse
enthilt, heisst ein Gebiet nullier Stufe.
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Anmerk. Das Gebiet erster Stufe ist also die Gesammtheit der
Vielfachen einer Grosse erster Stufe, wenn man nimlich unter Viel-
fachem einer Grosse jedes Produkt der Grosse mit einer reellen Zahl-
grosse versteht.

18. Erklarung. Zwei Gebiete heissen identisch, wenn
jede Grosse des ersten Gebietes zugleich Grosse des zweiten
ist und umgekehrt. Wenn jede Grosse eines Gebietes (A)
zugleich Grosse eines andern (B) ist (ohne dass das Umge-
kehrte nothwendig stattfindet), so nenne ich beide Gebiete
einander incident, und sage dann, das erste Gebiet (A) sei
dem zweiten untergeordnet, das zweite dem ersten iber-
geordnet, Die Gesammtheit der Grossen, welche zweien oder
mehreren Gebieten zugleich angehoren, heisst ihr gemein-
schaftliches Gebiet, und die Gesammtheit der Grissen, welche
sich aus den Grgssen zweier oder mehrerer Gebiete numerisch
ableiten lassen, ihr verbindendes Gebiet.

Anmerk. Ist z. B. das Gebiet A aus den Einheiten e, e;, €3
abgeleitet und das Gebiet B aus den Einheiten e,, e;, e;, so ist das
den Gebieten A und B gemeinschaftliche Gebiet das aus den Einheiten
ey, €3 abgeleitete, und das A und B verbindende Gebiet das aus den
Einheiten e,, e, €3, ¢; abgelcitete.

16. Erklarung. Zwischen n Grossen a,- - -a, herrscht
dann und nur dann eine Zahlbeziehung, wenn sich eine
Gleichung

o a3 - e, =0
aufstellen ldsst, in welcher die Zahlen ay,... o, nicht alle zu-
gleich null sind.

Beweis. Denn wenn in der Gleichung

o a; 0,8, =0
auch nur Eine der Zahlen e,,-- -0, von null verschieden ist,
z. B. a,, so ist die mit dieser Zahl verbundene Grosse a; aus
den iibrigen numerisch ableitbar; denn dann ist

Umgekehrt, wenn irgend eine Zahlbeziehung zwischen
den Grossen a; - --a, herrscht, z. B.
ap == fyay -+ foag + -+ fudy
so wird

a + fra, + faag 40 -+ fua, =0,
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eine Gleichung, in welcher wenigstens der Koefficient von a,
ungleich null ist,

17. Wennn Grissen in einer Zahlbeziehung zu einander
stehen, und sie nicht alle null sind, so muss sich aus ihnen
ein Verein von weniger als n Grossen aussondern lassen,
welcher keiner Zahlbeziehung unterliegt, und aus dem die
ibrigen Grossen numerisch ableitbar sind.

Beweis. Es seien a;--.-a, die in einer Zahlbeziehung
zu einander stehenden Gréssen, so muss [nach No. 2] sich eine
derselben aus den ibrigen numerisch ableiten lassen; dies sei
a, und sei eiwa

8y == 048 + - Opg By,

Herrscht nun zwischen den Grossen ag---a, , abermals
eine Zahlbeziehung, so wird wieder eine derselben etwa a,_4
aus den iibrigen a;,---a,_, numerisch ableitbar sein miissen.
Es sei

an—g =12 +- - +foyan .
Fiibrt man diesen Ausdruck fir a,; in die erste Gleichung
ein, so erhalt man

a, = (e + ) a 4 (dn—g + oy fn)on o,
also ist dann auch a, aus a;, - -- a,—, numerisch ableitbar.

Dies Verfahren wird man fortsetzen konnen, so lange als
noch zwischen den jedesmal tibrig bleibenden Gréssen eine
Zahlbeziehung stattfindet, Man wird also zuletzi entweder zu
einer Schaar von mehreren Griossen kommen, die in keiner
Zahlbeziehung mchr zu einander stehen, und aus denen die
iibrigen numerisch ableitbar sind, oder es bleibt zuletzt nur
Eine Grosse, etwa a,, ibrig, aus der alle {brigen numerisch
ableitbar sind Im letztern Falle darf diesec Eine Grosse a,
nicht null sein, weil sonst alle fibrigen Grossen, als numerisch
daraus ableitbar, auch null sein wiirden, was der Annahme
widerstreitet. In beiden Fillen gelangt man also (No. 2) zu
einem Vereine, der keiner Zahlbezichung mehr unterliegt und
aus dem alle tbrigen der n Grossen a,---a, numerisch ab-
leitbar sind.

18. Erkliarung. Wenn in einem Verein von Grissen
a;, 85, - *aa die erste a; nicht null ist, und keine der fol-
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genden fich aus den vorhergehenden numerisch ableiten lasst,
fo unterliegt der Verein keiner Zahibeziehung.

Beweis. Denn gefetzt, er unterliege einer Zahlbezie-
hung, fo miisste (nach 16) zwischen den Gréssen a;, a,,+--a,
eine Gleichung

O3y + 0,8y + e a,,a,,=0
aufgestellt werden konnen, in welcher nicht alle Koefficienten
0y, @, 0y zugleich null find. Es fei o der letzte unter
diefen Koefficienten, welcher von null verschieden ist, fo er-
halt man

08y + 08y - ety =0,
alfo, wenn r grosser als 1 ist,

oy o, Oy

A== o8 Byt
d. h. g, ist aus den vorhergehenden Grossen a;---8,_; nu-
merisch ableitbar, gegen die Vorausfetzung. Ist aber r =1,

ar 1y

fo hat man
al al = 0;

allo, da dann «; ungleich null angenommen ist,
31 == 0,

was gleichfalls der Vorausletzung widerstreitet. Alfo kann
keine Zahlbeziehung zwischen den Gréssen a, - - - a, herrschen.

I9. Wenn eine Grisse a; aus n Grossen by, b, --- b,
numerisch ableitbar ist, und dabei die zu b; gehorige Ablei-
tungszahl ungleich null ist, fo ist das aus den n Grossen b,,
b, - - - - b, ableithare Gebiet identisch mit dem aus den n Gréssen
a;, by, - - - - by ableitbaren.

Beweis. Es fei ag=gb; 4-£,b, +--- g,b,, wo B,
ungleich null ist, fo ist

A By By
=g T B
Ist nun ¢ numerisch ableithar aus b;, by, +-- b, etwa
c=rby + 72by +--- -+ raby,
fo erhilt man ¢ als aus a,, b,, --- b, abgeleitet, indem man
hier statt b; den gefundenen Werth [etzt, nimlich

——31 + (71 - &&)bz +<Yn Vlﬂn b,.
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Umgekehrt ist ¢ numerisch ableitbar aus a,, b,, -« by,
etwa
C=o04a + by +--- + aby,
fo erbialt man ¢ als aus b,, b,, - - - by abgeleitet, indem man
statt a, seinen Werth $;b; -+ 8,b, 4 -+ §.b, letzt, namlich
c=a,fb, + (e F- ;)02 + - -+ - + (0 + B0y
Alfo, jede Grosse, dic einem der beiden Gebiete angehort,
gehort auch dem andern an, d. h. beide Gebiete find identisch.

20. Wenn m Grossen ag, --- a,, die in keiner Zahl-
beziehung zu einander stehen, aus n Grossen by, . --b,, nume-
risch ableitbar find, fo kann man stets zu den m Grossen
4y, -+ + 8y noch (n-m) Grissen amiq, --- 2, von der Art hin-
zufiigen, dass fich die Grossen by, --- b, auch aus a; --- a,
numerisch ableiten lassen, und alfo das Gebiet der Grossen
a, ---- ay identisch ist dem Gebiete der Grossen by -+-.b,;
auch kann man jene (n-m) Grossen aus den Grossen by ---b,
felbst entnehmen.

Beweis. Nach der Annahme ist a; aus by -+« b, ab-
leitbar. Von den Zahlen, durch welche diele Ableitung er-
folgt, muss mindestens Eine von null verschieden fein, weil
fonst a; felbst null wire, alfo der Verein der m Grossen
(nach 2) einer Zahlbeziehung unterlige.

Es fei die zu b, gehorige Zah!l von null verschieden, und
dies wird man immer annehmen koénnen, da man ja die Indices
beliebig wihlen kann. Dann ist nach 19 das aus by, b,,- - -b, ab-
leitbare Gebiet identisch dem aus a;, by, « - - b, ableitbaren. Man
habe nun fiir irgend ein r, welches <<m ist, gefunden, dass
das Gebiet der Grossen by, b,y,-+-b, identiseh fei dem Gebiete
der Grossen a;, 8y, +*+ 8, Dryy, ++++ by, [0 wird nun, da nach
der Hypothelis a.y; aus by, by, -+ by ableithar ist, es auch
(vermige der Gebiets-ldentitat) aus a,, a3, --- @, bryy---b,
ableitbar fein. In dem Ausdrucke diefer Ableitung a., =
aay +- - ear 4 Brygbrig - - B0, muss nothwendig einer
der Koefficienten, die zu byyy, --- b, gehoren, von nuil ver-
schieden fein, weil fonst zwischen den Grossen a; - -« -a,; eine
Zahlbeziehung stattfinde, gegen die Hypothelis; es fei dies etwa
Bri1, [0 ist, nach 19, das aus aj, --- a, by ---- by ableit-
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