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g 1.

Syfteme von Elementen.

1. Jm Folgenden verftehe id) unter einem Ding jeden
Gegenftand unjere3 Dentens. Um Dbequem von den Dingen jprechen
3u ftonnen, beyeidhnet man fie durdy Beidhen, 3. B. durd) Budyftaben,
und man etlaubt fidhy, fury von dem Ding a oder gar von a ju
ipredyen, wo man in Wahrheit bas durd) o bejeidhnete Diny, feined-
toegd den Budjftaben a felbit meint. Ein Ding ift voljtindig be-
ftimmt durd) alles Das, was von hm ausgejagt oder gedad)t iverden
fanmn.  €in Ding a ift dafjelbe wie b (iventifdy mit &), wnd b
dafjelbe wie @, wenn Alled, wasd von « gedadt werden famn, aud
von b, und wenn Ales, wasd von b gilt, aud) von a gedadht werden
tann. DaB @ und b nur Feihen oder Namen fiir ein und das-
felbe Ding find, wirtd durdh) dag Jeiden ¢ — b, und ebenfo durd
b = a angedeutet. Jjt auperdem b — ¢, ift aljo ¢ ebenfalls
wie ¢, ein Beiden fiiv dad mit b Dejeicdhnete Ding, jo ift aud
a = c¢. Jft bie obige Uebereinjtimmung ded durd) a beyeidnteten
Dinges wmit dem bdurd) b begeichneten Dinge nicht vorhanden, fjo
Deifien diefe Dinge a, b verjdieden, a ift ein anbdered Ding wie b,
b ein andered Ding ivie a; e3 giebt irgend eine Cigenjdhaft, die
dem einen jufommt, dem anbeven nicdht zufommdt.

2. s fomnt jebr haufig vor, dap verfdiedene Dinge a,5,¢...

aug irgend einer BVerdnlaffung unter einem gemeinfamen Gefichte-
1
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puncte aufgefat, im Geifte sujammengeftellt werden, und man jagt
barn, dap fie ein Syftem S bilden; man mnennt die Dinge
a, b, c... bie Glemente des Syftems S, fie find enthalten
in S; umgefehrt befteht S aus diefen Glementen. Gin joldes
Syftem S (vder ein Jnbegriff, eine Mannigfaltigleit, eine Gejammt-
Beit) ift als Gegenjtand unfeves Dentens ebenfalls ein Ding (1);
¢3 ift vollftindig beftimmt, wenn von jebem Ding beftimmt ijt, ob
e5 Glement von S ift oder niht*). Das Syftem S ift daher dad-
felbe wie das Syftem T, in Jeiden S = T, wenn jeded Element
pon S aud) Clement von 7, und jeded Element von 7" audy Clement
pon S ijt. Fiir die Gleidhformigleit der Ausdrucsmeife ift e vor-
theilhaft, aud) ben bejondeven Fall suzulaflen, dap ein Syftem S
aud einem eingigen (aus einem unbd nur einem) Element a bejteht,
0. §. bap das Ding a Element vbon S, dber jeded von a ber=
{chiedene Ding fein Element bon S ift. Dagegen wollen wir dad
leeve Spftem, weldjed gar tein Clement enthilt, aus gewifjen Gritnden
hier gany ausidlieken, obrooh!l e fiir anbeve Unterjudungen bequem
fein fann, ein joldhes su erdidhten.

3. Grtlarung. Gin Syjtem A Yeipt Theil eines Syjtems S,
wenn jeded Element bon A aud) Element bon S ift. Da Ddiefe
Beyiehung yoijden einem Spftem A unbd einem Syftem S im
Folgenben immer wieder jur Sprade fommen wird, jo wollen wix
diefelbe jur btiivaung durd dasd Jeiden A3 S ausdritden. Dad

*) Yuf weldhe Weife diefe Beftimmtibeit 3u Stande fommt, und ob wir
einen Weg fennen, wm Hieviiber zu entjdgeiden, ift fiiv alled Folgerve ganzlid
gleidygitltig; die 3u entwidelnden aflgemeinen Gefete hangen davon gar nidht
ab, fie gelten unter allen Mmftdnden. Jdh crwihne bies ausvriidlicg, weil
Herr Kroneder vor Kurzem (im BVand 99 bes Journalg fiiv Mathematit,
©. 834 big 336) ver freien Begrifigbilbung in ver Mathematil gewiffe Ve-
jgrantungen Bat auferfegen wollen, die idh nidht als Deredhtigt anerfenne;
niher hievauf eingugehen erideint aber erft dann geboten, wenn der aus-
geseidhnete Mathematifer Jeine Griinde fiir die Nothwendigleit oder aud) nur
die Bwedmibigleit diejer Bejdrantungen verdffentlicgt Haben wird.
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uingefehrte Jeichen SE€A, wodburd) bdiefelbe Thatjade begeichnet
werden tonnte, werde id) der Deutlichteit und Einfachheit Halber
gdnglid) vermeiden, aber i) werde in Crmangelung eined befjeren
Worted bidweilen jagen, dap S Ganzed von 4 ift, wodurd alfo
auggedriidt werdben {oll, dap unter den Clementen von S fidh 1
affe Glemente pon A befinden. Da ferner jeded Clement s eines
Syftems S nod) 2 felbft alz Syjtem aufgefofpt werben fanm, fo
tonnen wir aud) Hievauf die Begeidnung s3 S anwenbden.

4. Saf. Bufolge 3 ift 43 4.

5. ©ag. Jt 438 und B34, jo it 4 = B.

Der Bemweis. folgt aud 3, 2.

6. Grflivung. Gin Syjtem A Yeipt edyter Theil von S,
wenn A Theil vonr S, aber verjdieven von S ift. Nadh 5 ift dann
S fein Theil bon A4, b. 5. (3) e giebt in S ein Glement, tweldes
tein Element bon A4 ift.

7. o Jt A3B, und B3C, wad aud fury durd
A3 B3 C begpidnet werden tann, jo ift 43 C, und gar ift 4
gewiB edyter Theil von C, wenn A edyter Theil von B, oder wenn
B edter Theil von C ift.

Der Beweid folgt aus 3, 6.

8, Crfldrung. Unter dem aus ivgend welden Syjtemen 4, B,
C... sufammengefeten Syftem, weldes mit M (4, B, C...)
Dejeichnet twerden foll, tvird Ddasdjenige Syjtem vertanden, deffen
Glemente durd) folgende Borjdyrift beftimmt werden: ein Ding gilt
dann und nur dbann ald Glement von M (4, B, C...), wenn
¢8 Glement pon irgend einem der Syfteme 4, B, C..., b. b. Cle-
ment von A oder B oder C... ift. Wit laffen aud) den Fall
s, da nur ein eingiges Syfem A vorliegt; dann ijt offenbax
M (A) = A. BWiv bemerfen ferner, dbap da3 aus 4, B, C...
sufammengefeste Spjtem M (4, B, C...) wohl ju unterjdeiden
ift bon demjenigen Spftem, effen Elemente die Syjteme A4, B, C...
jelbft find.

1*
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Y. Sap. Die Syjteme 4, B, C... find Theile von
M (4, B, C..)

Der Beweid folgt aus 8, 3.

10. Gap. Gind A4, B, C... Theile eined Spitems S, {o iit
M4, B, C..)38.

Der- Beweis folgt aus 8, 3.

11. Sap. 3t .P Theil von einem der Shfteme 4, B, C...,
jo it P34k (4, B, C...).

Der Beweid folgt aus 9, 7.

12. ©ah. Jft jeded der Spjteme P, Q... Theil von einem
der Syfteme A4, B, C..., fo it M (P, Q...)3 M (4, B, C...).

Der Betoeid folgt aus 11, 10.

13. Gag. Jft A4 sufammengejest aus irgend welden der
Syjteme P, Q..., fo ift A3M (P, ¢...).

Beweis. Denn jeded Glement bon A4 it nad) 8 Element von
einem der Syfteme P, Q..., folglih nad) 8 audh Element pon
M (P, Q...), woraud nad) 3 der Sap folgt:

14. ©ab. Jft jedes ber Syjteme 4, B, C... jujammen-
gefet aud frgend welden der Syfteme B, ..., fo ift

MA B C..HO3M(P, Q...

Der Beweisd folgt aud 13, 10.

15. ©ab. 3t jeves der Syfteme P, @... Theil -von einem
ber Syfteme 4, B, C..., und ift jeded Dder lehteren -jujammens:
gefest aug frgend welden der evfteren, fo ift

MP Q..)=M(4, B, C..)

Der Beweis folgt aug 12, 14, 5.

16. Sap. Jft 4 = M (P, ¢), wnd B= M(Q, R), Yo
i M4, R) = M (P, B).

Beweis. Denn nad) dem vorhergehenden Sage 15 ift Jorwoh
M4, R oz M(P,-B)= M (P, ¢ R).

17. GCrtlarung. Cin Ding g Deift gemeinjamed Element
der Gyfteme 4, B, C..., wenn e3 in jedem diefer Syfteme (aljo
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in 4 und in B und in C...) enthalten ift. Ebenjo Yeipt ein
Syftem I ein Gemeintheil vou 4, B, C..., wenn T Theil
bon jedem Ddiefer Spjteme ift, und unter der Gemeinfheit bder
Syjteme A, B, C. .. verftehen wiv dad bollftdndig beftimmte Syftem
64, B, C...), weldes aud allen gemeinfamen Glementen ¢
pon A, B, C... befteht und folglich ebenfalld ein Gemeintheil der-
jelben Spjteme ift. Wir lofjen aud) wicder den Fall zu, daf nur
ein einyiges Spftem A vorliegt; dann it G (4) = A4 3u jeben.
&2 tann aber aud der Fall eintreten, dafy die Syfteme 4, B, C. ..
gor tein gemeinfames Element, alfo qud) feinen Gemeintheil, teine
Gemeinbeit befigen; fie Heipen dann Syfteme ohne Gemeintheil,
und dad Jeidhen & (4, B, C...) ijt bedeutungslos (vergl. den
Sdlup von 2). Wir werden e3 aber faft immer dem Lefer iiber-
{affen, bei Sagen itber Gemeinbeiten die Vedingung ihrer Crifteny
pinguzudenterr und die ridhtige Deutung diejer Siihe aud) filr ben
Fall der Ridt=Crifteny zu finben.

18. &ab. Jeder Gemeintheil von A, B, C... ift Theil von
64, B, C..).

Der Beweid folgt aus 17.

19. Sap.  Jeder Theil von G (4, B, C...) ift Gemeintheil
von 4, B, C...

Der Beweid folgt aus 17, 7.

20. Sap. Jft jedes der Syfteme A4, B, C... Ganzes (3)
pon einem der Shfteme P, ..., jo it

6P Q..)036(4, B, C...).

Betweis. Denn jedes Element von G (P, @...) ift gemein-
famed Glement von P, @..., aljo aud) gemeinjames Glement von
A, B, C..., w3 b w
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§. 2.
Abbilbung eines Syitems.

21, Grtfiarung*). Unter einer AbDildung @ eined Syftems
S titd ein Gefep verftanden, nad) tweldhem u jedem beftimmien
Glement s von S ein befimmtes Ding gehort, weldes dbag Bild
pon s Deit und mit @ (s) bejeichnet wird; wir jagen audy, dap
@ (s) bem Glement s entfpricht, dap o (s) dburd) die Abbildung
@ aud s entfteht ober erzeugt wird, daf s durd) die Abbilbung
@ in @ (s) iibergeht. Jft nun T irgend ein Theil von S, fo
ift in ber Abbildung ¢ bvon S jugleid) eine beftimmie Abbilbung
pon 7' enthalten, welde der Cinfadhheit wegen wohl mit demjelben
Reident @ Dbegeidhnet erben dorf und darin Dbefteht, dap jedem
Glemente ¢ e Sphftemd 7' daffelbe Bild ¢ () entjpricht, weldhed
t als Clement von S befipt; jugleih joll bad Syjtem, weldhed aud
allen Bildern @ (7) befteht, das Bild von T’ heigen und mit @ (1)
begeichnet tverden, wodurd) aud) die BVedeutung von @ (S) erfldrt
ift. Uls ein Beijpiel einer Wbbilbung eined Spjtemd ift jdhon bdie
Belegung feiner Clemente mit beftimmien Jeiden ober Namen an=
jufehen. Die einfachite Abbiloung eined Syjtems ift diejenige, durdh
welde jedes feiner Clemente in fic) felbft itbergeht; fie joll Ddie
iventijdpe Abbilbung des Spftems Heiben. Der BVequemlicheit
halber wollen wir in den folgenden Sdgen 22, 23, 24, die {ih
auf eine beliebige Abbilbung ¢ eined Dbeliebigen Syftems S be-
siehen, die Bilder von Clementen s und Theilen 7' entfprechend durd)
s' und I" begeihnen; auBerdem feben wir feft, dap fleine und
grofse lateinijdhe Budpftaben ohne Accent immer Elemente und Theile
dicfes Spftemd S bedeuten jollen.

*) Bergl. Diridhlet’s Borlefungen itber Bahlentheorie, britte Auflage,
1879, §. 163.
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22. Gap*). Jt 43B, o ift A'3B.

Beweis. Denn jedes Element von A’ it dag Bild eines in 4,
alfo aud) in B enthaltenen Elemented und ift folglidy Glement von
B, w. 3 b 1w,

23. Sa. Das Bilb von M (4, B,C..) it M4, B,C'...).

Betweis. Beyeidhnet man das Syftem M (4, B, C...), weldes
nad)y 10 ebenfalls Theil von S ift, mit M, fo ift jedes Element
feined Bilbes M’ dag Bild ' eined Clemented m von M; ba
nun w nod) 8 aucdy Element von einem der Syjteme 4, B, C...,
und folglich =’ Element von einem der Syjteme A', L', C'...,
aljo nad) 8 audy Element vbon M (A, B, C'...) ift, jo ift nad) 3

M3 (4, B, C..).
Unbererjeits, da A4, B, C... nady 9 Theile bon M, aljo A, B', C'...
nady 22 Theile von M’ find, o ift nad) 10 aud

M, B, C..)3M,
und Hievaus in Verbindung mit bem Obigen folgt nach 5 der ju
betveifende Sap

M =Mm4, B, C..).

24. Sap**). Das Bild jededs Gemeintheils von 4, B, C...,
alfo audy dad der Gemeinheit G (4, B, C...) ift Theil von
64, B, C...).

Beweis. Denn dafjelbe ift nad) 22 Gemeintheil von 4', B', C'...,
woraud der Sap nad) 18 folgt.

25. Grilitung und Sap. Jft ¢ eine Abbilbung eines
Syjtems S, und ¢ eine Wbbildbung des Bilbes §' = ¢ (S), o
entfpringt hievaus immer eine aud @ und ¢ yujammengefepte®**)
Abbilbung 6 von S, welde darin Defteht, dap jedem Glemente s
pon S das Bild

0(s)=1v(s)=w(p©)

*) Bergl, Sag 27. **)y Bergl. Saty 29. k%) Gine Bermwedfelung
biefer Bujammenjeung von Abbilbungen mit derjenigen der Syjteme von
Glementen (8) ift wohl nicht gu beflivdyen.
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entipridht, wo wieder @ (s) == s’ gefeht ift. Diefe Abbildung 6
fann fury dburd) bas Symbol ¢ . oder ¥ ¢, das Bilb. § (s) durd
Yo (s) beeidnet twerdén, mwobei auf bdie Stellung dér Jeidhen
@, ¥ wohl s adten ift, weil dad Jeiden @ ¢ im Algemeinen.
bedeutungalog ift und nur dann einen Sinn Hhat, wenn ¢ (§)3 8
ift. Bebeutet nun y eine Abbilbung des Syjtems ¢ (8') = v (S),
und #n bdie aud ¢ und y sujammengefepte Wbbildung x ¢ bes
Syftemz S, o it x0(s) =g v (s) = n(s) =ng(s), aljp
jtimmen die jujammengefesten Abbilbungen x 6 und n o fiir jeded
Clement s .oon S mit einander iiberein, d. h. €3 ift 0 = no.
Diefer Sap fann nad) der Bedbeutung von ¢ und u fiiglich durd

rYve =xv.9

audgedriidt, und diefe ausd ¢, ¥, y jujammengefeste Abbildung fann
fury durd) g @ beseidhnet werben.

8. 3.

Aehnlidteit einer Abbildbung. Wehnlide Syjteme.

26. Grfldrung.  Gine Abbilbung ¢ eined Syftems S Peipt
dhnlid) (ober deutlidh), twemn pverjchiedenen Clementen @, b Ddes
Syjtems S ftets verjdiedene Bilder. a' = @ (a), b’ = @ (b) ent=
fprecgen. Da in diefem Falle umgetehrt aus s’ = ¢ jtets s = ¢
folgt, jo ift jedes Element bez Spjtems §' = ¢ (S) das Bild '
pon einem eingigen, volljtdndig beftimmten Elemente s ded Syftems S,
und man fann daber der Abbildung ¢ von S eine umgetehrte,
etioa mit @ 3u begeidhynende Abbilbung bed Syftemd S’ gegeniiber-
ftellen, weldhe darin Defteht, dak jedbem Elemente s’ von S’ das Bild
@ (s') = s entipricht, und offenbar ebenfalls dhnlich ift. €3 leuchtet
ein, Dag @ (S) = S, dap ferner @ die ju g gehorige umgetehrte
UAbbiloung, und dap die nady 25 aud ¢ und @ jujammengefeste
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Abbildbung @ g die identifde Abbildbung von S ift (21). Bugleidh
evgeben fich folgende Crgiingungen ju §. 2 unter Beibehaltung der
dortigen Bezeidynungen.

27. Gag*). Jt 4’38, fo ijt A3B.

Deweid. Denn wenn ¢ ein Clement von 4, fo ift o' ein
Glement bon A, alfo aud) von B, mithin = &', wo b ein Glement
pon B; da aber aud o' — &' immer @ = b folgt, jo ift jebes
Glement ¢ von 4 aud) Glement bon B, w. 3. b. w.

28. Cab. Jft A= B, Yo it A = B.

Der Beweis folgt aus 27, 4, b.

29. Gap™). Jjt G =64, B, C...), jo ift

G'=64 1, C...

Beweis.  Jeded Clement von § (A, B', C'...) ijt jebenfalls
in S’ enthalten, aljo das Bild ¢ eines in S enthaltenen Elementes ¢ ;
da aber ¢ gemeinfames Element von A', B, C'... ijt, fo muf ¢
nach 27 gemeinfamesd Element von A, B, C..., alio audy Element
von G fein; mithin ift jedes Glement von G( A, B, C'...) Bilb
eined Elemented ¢ von G, aljo Element von G', o 5. ¢3 it
O A, B, C'..)3G", und bieraus folgt unjer Saf mit Ritd-
figt auf 24, 5.

30. Sap. Die iventijche Ubbildung cines Syftems ift inuner
eine dfhnliche Abbilbung.

31. ©a. Jft ¢ eine dhnliche Abbildung von S, uud P eine
dhnliche Abbildung von ¢ (S), fo ift bie aud ¢ und ¥ jujammen=
gefebte Abbildung ¥ ¢ von S ebenfall3 eine dhnlihe, und die u-
gehorige umgetehrte Abbildung vg it = ¢ 9.

Beweid. Denn verjdiedenen Elementen a, b von S entjpreden
berjdyiedene Bilder o' = @ (4), &' = @ (b)), und Ddiefen mwieder
perfchiedene Bilder ¢ (¢') = v (a), v (') = v (b), aljo ift

*) Bergl. Sayy 22. **) Bergl. Saly 24.
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Yo eine dhnlihe Abbilbung. AuBerdem geht jedes Element
Yo (s) = (s) bes Syftems P (S) durd) F in &' = @ ()
unbd diejed durdh) @ in s iiber, alfo geht Yo (s) dwrd) ¥ in s
itber, 1. 3. b. w.

32. Grflarung. Die Syjteme R, S Heijen dhnlid), wenn es
eine devartige dhnliche Abbilbung ¢ von S giebt, daf ¢ (8) = R,
alfo aud) @ (R) = S wird. Offenbar ift nadhy 30 jeded Syitem
fid jelbit dhnlid.

33. ©ap. Gind R, S dhnlihe Shjteme, jo ift jedbed mit B
dhnlige Syftem @ audy mit S dhnlid.!

Betveis. Denn find ¢, ¢ jolde dhnlihe Ubbildbungen von
S, R, vap @ (S8) = R, ¥ (R) = ¢ wirtd, jo ift (nad) 31) v ¢
eine foldje dfnlicge Abbilbung von S, daf Yo (S) = @ wird,
. 3 b. .

34. Grfldrung. Man fann daber alle Shiteme in Clajfen
einthetlen, inbem man in eine beftimmte Glaffe alle und nur bie
Syfteme @, B, S... aufnimmt, welde einem befimmten Spftem R,
pem Reprdjentanten der Claffe, dhnlih find; nachy dem vorfer-
gehenden Sabe 33 dndert fid) die Claffe nidht, wenn ifrgend ein
anberes, ihr angehoriges Spftem S ald Reprifentant getwdhlt mwird.

35. ©ah. Gind R, S dimliche Syjteme, o ift jeder Theil
oon S aud) einem Theile von B, jeder echte Theil bon S audh
einem edhten Theile von R dhnlid.

Beteis. Denn wenn @ eine dhnliGe Abbilbung von S,
@ (S) = R, und T3S ift, o ift nad) 22 bag mit 7T dhnliche
Cyltem @ (TN R; ift ferner T’ edpter Theil bon S, und s ein
nidht in 7' enthaltenes Element bon S, fo fann dag in R enthaltene
Glement @ (s) nady 27 nidt in @ () enthalten fein; mithin ift
@ (T') edter Theil von R, tv. 3 b. w.
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