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NOTES ET ARTICLES

EXTRAITS DES

COMPTES RENDUS HEBDOMADAIRES DES SEANCES

DE L’ACADEMIE DES SCIENCES.

112.
CALCUL INTEGRAL. — Sur les intégrales multiples.

€. R., t. XI, p. 1008 (21 décembre 1870).

Parmi les méthodes qui peuvent étre employées & la détermination
des intégrales simples ou multiples, I'une des plus fécondes est celle
que j'ai appliquée a la-détermination et & la transformation des inté-
grales simples dans la premiere Partie d’un Mémoire présenté i I'Insti-
tut le 2 janvier 1815. Cette méthode consiste a remplacer, dans une
intégrale donnée, relative & certaines variables a, y, =z, ..., un facteur
de la fonction sous le signe [ par une intégrale définie, choisie de ma-
niere qu'apres ce remplacement les intégrations relatives aux vaviables
x, v, 5, ... puisscent étre facilement effectuées. On doit surtout remar-
quer le cas olt I'un des facteurs de la fonction sous le signe [ est unc
puissance négative d'une autre fonction. Souvent alors, pour rendre
exécutables les intégrations relatives & «x, v, z, ..., il suffit de rem-
placer les puissances négatives dont il s’agit par unc intégrale culé-
rienne de premiere espece. Entrons & ce sujet dans quelques détails.
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6 COMPTES RENDUS DE L’ACADEMIE.

Considérons une intégrale multiple s de la forme

. P d
i) s:fff@dxd; ..,

P, Q ¢tant des fonctions réelles ou imaginaires des variables @, v,
5, ... et s une constante positive, ou méme une constante imaginaire
dont la partie réelle soit positive. Désignons d'ailleurs par T'(s), avec
M. Legendre, l'intégrale eulérienne de premiere espece

f $sre—tdi.

t 0

Si la fonetion Q, ou du moins sa partie réelle, reste toujours positive
entre les limites des intégrations relatives aux variables x, v, =z, ...,

on aura
I I * :
— = tte 0 dt
I mfo ’

et, par suite,
(2) S:f([_f)[[f/ t5-tPe Q. drdyds...dt.
J o Jo

Concevons maintenant que, P, et Q, étant des fonctions de la seule va-
riable », P, et Q, des fonctions de la seule variable y, P, et Q, des fonc-
tions de la seule variable z, ..., on ait

13) P=PPP,... e Q=0Q+0Q,+0 +....
Alors, en posant, pour abréger,

U— f P dr, V= f Pedy, W= /"15,,«»0"44:,
on tirera de la formule (2)

I

4 No=— . " §-1 T\\’
4 5 rme‘ UVW...di.

Donc ulors, si 'on peut obtenir en termes finis les valeurs de U, V,
W, ... considérés comme fonctions de ¢, la détermination de I’inte-
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EXTRAIT Ne 112

grale multiple. 8 se trouvera réduite & la détermination de l'intégrale

f $-IUVW. . dL.

0

simple

Si 'on supposait la fonction Q liée aux fonctions
Q, Q, Q, ...,
non plus par la seconde des équations (3), mais par la suivante
(5) Q=1+Q,+Q,+Q,+. ...

alors, au lieu de la formule (4), on obtiendrait celle-ci
3

. ©
6) 8 = —f UYWL et de.
( ).,

Premiere application. — Supposons
P =alymse,  e*Febyess, .. et Q=14+ar+3y+ys....

o

[, m, n, ... désignant des nombres entiers, eta, b, c, ..., =, &, ~.
g ;

des constantes réelles ou imaginaires; en sorte qu’on ait

X - plymgn  paxebyecs
(=) N = e S e ——3_([@“6{)‘(1:....
(I+ax=+6y-+ys+...)

Supposons d’ailleurs, pour fixer les idées, les intégrations relatives aux

variablesx, v, z, ... effectuées par rapport a x, & partir d’'une certaine

origine a = 23 par rapport a v, a partir de Torigine v = par rap-
port & z, a partir de l'origine = =7, .. .. Enfin, concevons que, dans le

second membre de la formule (7), la fonction
P ax 5y 4735+ ..

offre toujours une partie réelle positive; ce qui arrivera, par exemple,
si, les deux limites de chaque intégration étant des quantités positives,

chacune des constantes «, &, v, ... acquiert, ou une valeur positive, ou
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8 COMPTES RENDUS DE L’'ACADEMIE.

une valeur imaginaire dont la partie réelle soit positive. On trouvera

x
U =D/ ele=2)@ dp — )
3

, ela—at)r __ ela—ant

2
“ a—at

et, par suite,

o)

( LoWsTlelde,

» - —az) b-8t)y __ plb—0t

) S:FT‘S)D;DZ’D:L..IO e azx_—:;a he 1),)_?; !
On se trouve ainsi amené i cette conclusion remarquable, que la fone-
tions de x, y, =z, ..., représentée, en vertu de la formule (7), par une
intégrale multiple, peut étre réduite & une intégrale définie simple re-
lative & une nouvelle variable ¢, quelles que soient d’ailleurs les va-
leurs attribuées aux premieres variables x, y, =, ... ou 4 leurs origines

w

27, L, oo, pourvu que la somme
Lt gr 4+ €y 4+ y3+...,

ou du moins sa partie réelle, reste positive entre les limites des intd-
grations.

Si, cn attribuant aux constantes a, b, ¢, ... des valeurs négatives ou
du moins des valeurs dont la partie réelle fat négative, on supposait
chaque intégration effectuée, dans la formule (7), entre les limites o,
¥~ , on trouverait

U—=D/ ele=20x f r — 1/ L ;I‘(/ii
ol , “6{[’(( (S{t—(l)l+l,

et, par suite,

(9) = F+nTm+nlin+)... [" et g

G L (el = by T e

.

Enfin, si dans les formules (7) et (o) on remplace 4, m, n, ... par

l—v,m—i1,n—r1,..., eta, b,(’....par —da, — b, —¢

donneront

| [wfﬁifz gl ym=tzn=1_ p—dre=—byg—cs lrdyd
e drdyds. ..
sw A (I~ E)y 4 s ) “ra

( :I‘(Z)I‘(ln)r(n)...f” pmt gt gy
') 0 (“—Fat)/(bq—‘gm_'....

, ..., elles

(10)
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EXTRAIT Ne 112. 9
Cette derniere formule subsistera toujours, d’apres ce qu’on vient de
dive, quand, /, m, n, ... étant des nombres entiers, a, b, ¢, ..., %, &,
v, ... désigneront des constantes positives ou méme des constantes
imaginaires dont les parties réelles seront positives. Ce n’cst pas tout :
on verra dans un instant que la formule (10) peut étre étendue a des
cas ol les exposants /, m, n, ... ne veprésentent plus des nombres en-

tiers.
Deuxieme application. — Supposons, dans I'équation (1),
P = plmtym=lge=t | g-acg=byeg—cs et Q=1+ar+€y+yi+...,

[, m, n, ... désignant des constantes positives ou méme des constantes
imaginaires dont les parties réelles soient positives; et prenons d’ail-
leurs pour limites des intégrations relatives & chacune des variables x,
Y, %, ... les deux quantités

0, o0,

en sorte que 'on ait

» ® bl =1 ,m—1 =n—1 —aX p—by p—3
i a1y sl emaxeg=byg—cs |
(11) h—[ f [ : - - (/J‘d)'(l:....
A A (It =8y +ys4...)

On trouvera

U :fw.l‘[_le“(” rol)e of o — r(l) , cees
0

(e + at)!

et, par suite, on tirera de la formule (6)

(13) g '(HTim)yI(n).. f =Le—t df .
D = I(s} ((l—-}—at (b+€[)111(('+}/[)’l..,

Donc la formule (r0) subsistera certainement, pour des valeurs réelles
ou imaginaires des constantes

I3}

L, m, n, ..., a, b, ¢, ..., o,

y 7 ey

toutes les fois que ces constantes ou leurs parties réelles seront posi-
tives.

Corvllaire I. — Si, dans la formule (10), on réduit les variables ., v,

OFuvres de C, — S, 1. t. VI, 2
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10 COMPTES RENDUS DE L'ACADEMIE.
z, ... aune seule, et sil'on pose, de plus, @ =1, on trouvera
@ g1 ‘ F(Z) /‘ (st
Jo Graay ™ TTG) ), e

Done, en écrivant 7 au lieu de /, et .+ au lieu de ¢, on aura

. 1 e prle dp— /’ aiT e s
9 F(r)fu (Fary ™ TTW ), Grary

0

Cette derniere formule, qui devient identique, dans le cas ou I'on
prend s = r, est précisément I'une de celles auxquelles j’étais parvenu
par la méthode ci-dessus exposée dans le Mémoire du 2 janvier 1815,
On pourrait de cette formule en déduire plusieurs autres dignes de
remarque, en différentiant les deux membres une ou plusicurs fois de
suite par rapport d 7. Les nouvelles intégrales, comprises-dans les for-
mules ainsi obtenues, seraient les dérivées relatives a rdes intégrales
comprises dans la formule (13); et, pour passer des uncs aux autres, il
sufirait de multiplier une ou plusieurs fois de suite la fonction sous
le signe [ par I(.v) ou par — [(1+ «.x), la lettre caractéristique
indiquant un logarithme népérien.

La formule (13), et celles que 1'on en déduira par des différentia-
tions relatives & 7, subsisteront certainement toutes les fois que les
constantes 7, s offriront des valeurs positives, ou des valeurs imagi-
naires dont les parties réelles seront positives.

Corollarre 1. — Si, dans la formule (10), on réduit & zévo les con-

stantes «, b, ¢, ..., elle donnera

;‘/ R 0 ,1‘/“11’” l-n——l.

‘ f / f O TS A S ———»»dl dy ds.
RN (I—I—_/l—{—o)—i—/ +.

’ Ei_/)l‘(m)ruz‘)...1’(.9—/—)}2—-—/1‘—.,,) 1
: ‘[‘ (.S‘ ) a_/,s m »/H

Cette derniere équation subsistera certainement lorsque
S A T

seron(, ou des constantes positives, ou des constantes imaginaires doni
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EXTRAIT N- 112, 11

la partie réelle scra positive, et que la partie positive de la constante s
surpassera la partie positive de chacune des constantes /, m, n,... Si,

pour fixer les idées, on prend

gz=S=y=...=1,

had el * (,1./—71 )»111~1 :rz—l .
[ f f e o de dyds. ..
o (14 v+ s+

_rnrmrm.. I's—1l—m—n—...)
Ts)

on trouvera

B
(13) {
| -

L’équation (15) est 'une de celles auxquelles est arrivé M. Binet dans
son Mémoire sur les intégrales eulériennes. Cette méme équation, de

laquelle on déduit aisément la valeur de U'intégrale

f‘” /’” /‘” dudy ds. ..
A A A (14 P2 )

ne differe pas au fond d’une formule que j'avais obtenue dans le temyps

de mes premieres recherches sur les intégrales définies. Je la retrouve
sous diverses formes, non seulement dans un cahier de cette époque,
mais aussi dans I'un de ceux sur lesquels j’écrivais les Lecons que jai
données au College de France. J'étais parvenu i transformer l'intc-
grale multiple qu’elle renferme en un produit d'intégrales culériennes
de scconde espece, ¢’est-d-dire de la forme

2ot Ydr
il
(L)’

()

en remarquant, par excmple, qu'il suffit de poser successivement
= (14 .+ ) ct y=(14+a2)y,
pour établir I'¢quation

/‘“’ "”["‘ al=tym=tzn=tfpdy (L
/ (l—%—L—‘-)—i—J

oo Wy o

; [‘”u'”—‘(lu' © pm=1dyp [x 2l=td
T Geer e (e e

0

(16)
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12 COMPTES RENDUS DE L’ACADEMIE.

et cette remarque m’avait fait d’abord espérer qu’on pourrait tirer de
la formule (15) des relations nouvelles entre les deux especes d’inté-
grales eulériennes. Mais cette espérance ne s'est pas réalisée. J'al pu
seulement, en partant de la formule (15), arriver a des relations que
Ion sait exister entre les intégrales eulériennes de premiere et de
seconde espece. Ainsi, en particulier, si l'on reduit les variables
2, v, 5,... aune seule, et si 'on remplace la lettre / par la lettre r, on
reviendra de la formule (13) & équation déja connuc

- Tt tde (NI (s—r)
) Gy D0

0

(voirle résumé des Lecons données 4 I'Ecole Polytechnique sur le Cal-
cul infinitésimal, p. 131). Dans le cas olt I'on prend s =1, I'équa-
tion (16) se transforme, comme on le sait, en la formule

romTra—r=

e )
stumrnr

que I'on peut encore écrire comme il suit :

wr

(18) I'(I—*—l')l‘(l—r):sinl_”'.
Drailleurs ce que nous avons dit précédemment suffit pour prouver
que 'on peut, dans les équations (1) et (18), attribuer i 7, non seule-
ment des valeurs positives, mais encore des valeurs imaginaires dont
les parties réelles soient positives.

Si, dans I'équation (18), on pose en particulicr

I‘:/'(\ — 1,

« désignant une quantité réelle, cette équation donnera

T SR Y At 2 .
(19) [ / B‘xcos(aj.f)d‘,,] ~+ Lf e““sin((zl.z')dx] — _2ma
- 0

“'y LIRS

Il est bon d’observer que, pour revenir de équation (15) & I'équa-
tion (14), il suffirait de remplacer « par «x, y par 6y, = parys, ...
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