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AVERTISSEMENT.

O a taché de faire disparaitre dans cette seconde Edition
la plus grande partie des imperfections ou méme des er-
reurs qui étaient restées dans la premiére, malgré les
soins qu’on y avait apportés. Les changemens sont tels,
qu’une moitié environ du volume est devenue un ouvrage
nouveau.

L’'Introduction a été refondue presqu’en entier, et cor-
rigée d'une erreur qui s'était glissée dans les derniers
articles.

La premiére partie a été augmentée de quelques Théo-
remes sur les équations indéterminées , et d’'une Méthode
nouvelle pour V'approximation des racines imaginaires.

Dans la deuxiéme partie la démonstration de la loi de
réciprocité , entre deux nombres premiers , a été perfec-
tionnée a quelques égards.

La théorie contenue dans la troisiéme partie a été pré-
sentée d'une maniére nouvelle et entiérement rigoureuse.

La quatriéme partie a été aungmentée de plusieurs
paragraphes sur différens sujets. Dans I'un d’eux on dé-
montre que toute progression arithmétique (excepté celles
dont tous les termes ont un commun diviseur) contient
une nfinité de nombres premiers.
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vj AVERTISSEMENT.

Enfin il a été ajouté une cinquiéme partie oit l'on
expose avec tout le détail nécessaire , la belle théorie
de la résolution de l'équation xz»— 1 =0, donnée par
M. Gauss, dans ses Disquisitiones arithmeticee.

Cet ouvrage qui parut & Léipsick en 1801 , et qui placa
tout d'un coup son auteur au rang des Analystes les plus
célébres , contient beaucoup de choses analogues a celles
qui sont traitées. dans I'Essai sur la Théorie des Nombres,
publié en 1798. Il contient particuliérement une démons-
tration directe et fort ingénieuse de la loi de réciprocité
déja citée ; démonstration qu'on se proposait d’insérer
avec des développemens plus étendus , dans cette seconde
Edition. Mais 'Auteur étant parvenu depuis a en trouver
une beaucoup plus simple et plus élégante, on a exposé
de préférence cette derniére dans le § VII de la quatriéme
partie.

On aurait desiré enrichir cet Essai d’'un plus grand
nombre des excellens matériaux qui composent I'ouvrage
de M. Gauss : mais les méthodes de cet auteur lui sont
tellement particuliéres qu’on n’aurait pu, sans des circuits
trés-étendus, et sans s'assujétir au simple réle de traduc-
teur , profiter de ses autres découvertes.
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PREFACE

DE LA PREMIERE EDITION.

A =~ juger par différens fragmens qui nous restent, et dont
quelques-uns sont consignés dans Euclide, il parait que les
anciens Philosophes avaient fait des recherches assez étendues
sur les propriétés des nombres. Mais il leur manquait deux
instrumens pour approfondir cette science ; lart de la numé-
ration qui sert a& exprimer les nombres avec beaucoup de
facilité , et PAlgébre qui généralise les résultats et qui peut
opérer également sur les connues et les inconnues. L’invention
de I'un et Vautre de ces arts dut donc influer beaucoup sur les
progrés de la science des nombres. Aussi voit-on que 'ouvrage
de Diophante d’Alexandrie, le plus ancien auteur & Algébre
qu'on connaisse, est entierement consacré aux nombres, et
renferme des questions difficiles résolues avec beaucoup d’adresse
et de sagacité.

Depuis Diophante jusqu’au temps de Vitte et de Bachet,
les Mathématiciens continutrent de s’occuper des nombres y
mais sans beaucoup de succes, et sans faire avancer sensible-
ment la science.

Vidte, en ajoutant de nouveaux degrés de perfection &
P Algebre, résolut plusieurs probleémes difficiles sur les nombres.
Bachet, dans son ouvrage intitulé Problémes plaisans et délec-
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viij PREFACE.

tables , résolut Péquation indéterminée du premier degré par
une méthode générale et fort ingénieuse. On doit & ce méme
savant un excellent commentaire sur Diophante, qui fut depuis
enrichi des notes marginales de Fermat.

Fermat, Pun des Géometres dont les travaux contribuérent
le plus & accélérer la découverte des nouveaux calculs, cultiva
avec un grand succeés la science des nombres, et s’y fraya des
routes nouvelles. On a de lui un grand nombre de Théorémes
intéressans , mais il les a laissés presque tous sans démonstra-
tion, C’était Pesprit du temps de se proposer des problémes
les uus aux autres. On cachait le plus souvent sa méthode,
afin de se réserver des triomphes nouveaux tant pour soi que
pour sa nation ; car il y avait surtout rivalité entre les Géo-
métres francais et les anglais. De 14 il est arrivé que la plupart
des démonstrations de Fermat ont été perdues, et le peu qui

nous en reste, nous fait regretter d’autant plus celles qui nous
manquent.

Depuis Fermat jusqua Euler, les Géométres , liveés entié-
rement & la découverte ou & Papplication des nouveaux calculs,
ne s'occuperent point de la Théorie des Nombres. Euler, le
premier , sattacha d cette partie; les nombreux Mémoires
quwil a publiés sur cette matitre dans les Commentaires de
Pétersbourg , et dans d’autres ouvrages , prouvent combien il
avait & ceeur de faire faire 4 la science des Nombres les mémes
progres dont la plupart des autres parties des Mathématiqeus
lui étaient redevables. Il est & croire aussi quwEuler avait un
gott particulier pour ce genre de recherches » et quil 8y livrait
avec une sorte de passion, comme il arrive & presque tous ceux
qui s’en occupent. Quoi quil en soit, ses savantes recherches
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PREFACE. 1x
le conduisirent & démontrer deux des principaux Théorémes
de Fermat, savoir, 1°. que si @ est un nombre premier, et x
un nombre quelconque non divisible par @, la formule 2*—*—1x
est toujours divisible par @; 2°. que tout nombre premier de
forme 47+ 1, est la somme de deux quarrés.

Une multitude d’autres découvertes importantes se font re-
marquer dans les Mémoires d’Euler. On y trouve la théorie
des diviseurs de la quantité e» 5", le traité de partitione nume-
rorum, qui est inséré aussi dans son Introd. in Anal. infinit.,
Yusage des facteurs imaginaires ou irrationnels dans la réso-
lution des équations indétermindes, la résolution générale des
équations indéterminées du second degré, en supposant qu’on
en connaisse une solution particulitre; la démonstration de
beaucoup de Théorémes sur les puissances des nombres , et
particuliérement de ces propositions négatives avancées par
Fermat; que la somme ou la différence de deux cubes ne peut
étre un cube, et que la somme ou la différence de deux bi-
quarrés ne peut étre un quarré. Enfin on trouve dans ces
mémes écrits un grand nombre de questions indéterminées ré-
solues par des artifices analytiques trés-ingénieux.

Euler a été pendant long-temps presque le seul Géométre
qui se soit occupé de la Théorie des Nombres. Enfin Lagrange
est entré aussi dans la méme carriére, et ses premiers pas ont
été signalés par des succeés égaux a ceux qu’il avait déja obtenus
dans des recherches d'un genre plus sublime. Une méthode
générale pour résoudre les équations indéterminées du second
degré, et, ce qui était plus difficile, une méthode pour les
résoudre en nombres entiers, fut le coup d’essai de ce savant

illustre 5 bientdt aprés il appliqua les fractions continues A cette
b
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x PREFACE.

branche d’analyse; il démontra le premier que la fraction con-
tinue égale & la racine d'une équation rationnelle du second
degré , devait étre périodique, et il en conclut que le probléme
de Fermat, concernant Péquation 2% — Ay* = 1, est toujours
résoluble ; proposition qui n’avait pas encore été établie dune
maniére rigoureuse , quoique plusieurs Géométres eussent donné
des méthodes pour la résolution de cette équation.

Le méme savant, par des recherches ultérieures qui sont
consignées dans les Mémoires de Berlin, a démontré le premier
que tout nombre entier est la somme de quatre quarrés; on
lui doit également plusieurs autres démonstrations importantes,
mais la plus remarquable de ses découvertes est une méthode
générale de laquelle découlent comme corollaires une infinité
de Théorémes sur les nombres premiers.

Cette méthode, singuli¢rement féconde, est fondée sur la
considération des formes tant quadratiques que linéaires qui
conviennent aux diviseurs de la formule 7>+ au?, ol ¢ et u
sont deux indéterminées, et @ un nombre donné. Il restait
cependant a établir, d’une maniére générale, la relation qui
doit exister entre les formes linéaires et les formes quadratiques
appliquées aux nombres premiers; car au défaut du principe
qui contient cette relation (1), la Théorie de Lagrange, qui
donne une infinité de Théorémes pour les nombres premiers
4n 4~ 3, nen fournit qu'un trés-petit nombre relatifs aux
nombres premiers 47 - 1.

Un Mémoire que jai publié dans le volume de PAcadémie

(1) Voyez sur cet objet les Mémoires de I'Académie des Sciences de Berlin,
année 1775, pag. 350 et 352.
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PREFACE. xj

des Sciences pour Yannée 1785, offre les moyens de démontrer
le principe dont il s'agit, et renferme d’ailleurs des propositions
qui paraissent avancer la science des nombres. J’y ai donné
1°. la démonstration d’'un Théoréme pour juger de la possi-
bilité ou de I'impossibilité de toute équation indéterminée du
second degré, ramenée & la forme ax®+by* = cz*; 2° la
démonstration d’une loi générale qui existe entre deux nom-
bres premiers quelconques, et qu’on peut appeler Joz de réci-
procité ; 3°. Vapplication de cette loi & diverses propositions,
et son usage , tant pour perfectionner la Théorie de Lagrange,
que pour vaincre d’autres difficultés du méme genre.

Le méme Mémoire contient en outre Pébauche d’une théorie
enticrement nouvelle sur les nombres considérés en tant qu’ils
sont décomposables en trois quarrés; théorie & laquelle appar-
tient le fameux Théoréme de Fermat, quun nombre quel-
conque est la somme de trois triangulaires, et cet autre Théoréme
du méme auteur, que tout nombre premier 87z~ 7 est de la
forme p®+ g2 4 27%.

Depuis Pépoque de la publication de ce Mémoire, je me
suis occupé a diverses reprises de développer les vues qu’il
contient, et d’apporter quelques perfectionnemens 3 différens
points de la Théorie des Nombres ou de PAnalyse indéter-
minée (1). Mes recherches a cet égard ayant été suivies de

(1) Je ne sépare point la Théorie des Nombres de 'Analyse indéterminée, et je
regarde ces deux parties comme ne faisant qu'une seule et méme branche de I'Analyse
algébrique. En effet, il n'est pas de Théoréme sur les nombres qui ne soit relatif a la
résolution d'une ou de plusieurs équations indéterminées. Ainsi quand on assure , d’aprés

Fermat, que tout nombre premier 4n -1 est 1a somme de deux quarrés, c’est comme
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quelques succds, je me proposais d’abord d’en publier le ré-
sultat dans un Mémoire particulier ; j’ai cru ensuite devoir
profiter de cette occasion pour traiter la Théorie des Nombres
avec plus d'étendue qu’on ne I'a fait jusqua présent, et en y
comprenant le résultat des principales recherches d’Euler et
de Lagrange sur la méme matiére.

C’est ainst que je me suis déterminé a composer Pouvrage
que j’offre en ce moment au Public; je le donne non comme
un traité complet, mais simplement comme un essai qui fera
connaitre d-peu-pres 1’état actuel de la science, et qui contri-

buera peut-étre & en accélérer les progreés. . . . ... . ...

si on disait que I'équation 4 = y* - z* est toujours résoluble tant que 4 est un nombre
premier de la forme 4n - 1. On peut ajouter que dans ce méme cas I'équation
A =1y* 4 z* n'aura jamais qu'une solution, ce qui est un second Théoréme contenant
une propriété caractéristique des nombres premiers 41 - 1.
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§ XIII. Reéduction ulterieure des formules Ly* 4= Myz -+ Nz*, lorsque
M*—4LN est egal a un nombre positif, 111

On donne pour cet objet une méthode directe fondée sur le développement en frac-
tion continue d’'une racine de I'équation La*4+ Mx 4 N=o, 113

Les Tables I et II, construites d'aprés cette théorie, offrent les réductions toutes
faites pour un grand nombre de formules. Zoyez le Recueil des Tables.

S XIV. Développement en fraction continue de la racine d’une équation

d’un degré quelconque, 121
Méthode générale due a Lagrange. — Perfectionnement de cette méthode par le
méme auteur, 123
Obseryation sur le nombre des quotiens nouveaux qu’on peut déduire des quotiens
déja trouvés, 126

Exemples de développemens qui offrent des rapports remarquables entre les racines, 130
Observations sur la solution de quelques équations indéterminées d'un degré élevé, 133
Rapport remarquable entre les racines des transformées successives et les racines de

la proposée, 139
Développement en fraction continue d’une racine réelle de toute équation proposée, 143
Méthode pour obtenir la premiére approximation dans les équations algébriques, 145
Nouvelle methode pour I'approximation des racines imaginaires, 151
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xvj TABLE DES MATIIRES.

Cette méthode prouve directement que la valenr de Pinconnue peut toujours étre
représentée par a=€p —1, @ et € étant réels, pag. 153

§ XV. Résolution en nombres entiers de Uéquation indéterninée.....

Ly 4-My»—7z Ny —2z>. .. «- Vzr == 1, 154

{.“, .y -
On raméne cette équation au cas o le second membre —==+1, ihid.
Recherches sur les moyens de déterminer y et z, pour que la fonction homogéne
at® 4 bt" 'y 4= ct* 2t L . = kut soit un minimum , 155

. . t A s .
On prouve que dans le cas du minimum la fraction - doit étre I'une des fractions

convergentes vers une racine réelle de I'équation ax” - bx™' - cx™2, . .+ k=o,
ou vers la partie réelle d'une racine imaginaire de la méme équation, 159

SECONDE PARTIE.

PROPRIETES GENERALES DES NOMBRES.

§ L. Théorémes sur les nombres premiers , 166
Si ¢ est un nombre premier et [N un nombre quelconque non-divisible par ¢, la quan-
tité IN°—? — 1 sera divisible par ¢, ibid.
Si n est un nombre premier, le produit 1.2.3.,.(n—1), augmenté de l'unité,
sera divisible par n, 167

Si un polynome du degré m divise ' —1, ¢ étant un nombre premier, il yaura
toujours m valeurs de x, comprises entre —1c et -4-%ic, qui rendront ce poly-
nome divisible par ¢, 169

c—1
Le nombre premier c¢ sera diviseur de x* 4 IV, si la quantité (—N) 2 —1 est di-
visible par c¢; dans le cas contraire, il ne pourra diviser x*+ IV, 170

. - T I 14 N
Explication du caractére abrégé <—), ibid.
C
§ IL. Recherche de la forme qui convient aux diviscurs de la formule
t* -au?, t et u etant premiers entre eux, 172

On prouve que tout diviseur de cette formule peut étre représenté par une formule
de méme degré py* - 2qyz - rz*, dans laquelle on a pr—g¢* = a, et

eqgp etr, 173
§ NI. Application de la théorie précédente & diverses Sormules t—-u?,
* = 2u®, t*—20%, ctc., 175
On prouve que la somme de deux quarrés premiers entre eux, #4112, ne peut
avoir pour diviseur qu’une somme semblable ¥y 422, ibid
Il en est de méme des formules 1* + 2u?, £#—21°, chacune n’admettant que des di-
viseurs qui lui sont semblables , 176
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Propriétés générales et caractéristiques des nombres premiers 8n -1, 8n <+ 3,
85, 8n+7, pag. 180
Valeur du symbole (i—) selon I'espéce du nombre premier c, 181

§ IV, ot lon prouve que tout nombre entier est la somme de quatre
ou d’un moindre nombre de quarres , 182

On démontre que B et C étant deux nombres quelconques donnés, il y a toujours
des valeurs de ¢ et u telles que t*— Bu*— C est divisible par un nombre pre-

mier donné A, ibid.
Le produit de la formule p* 4+ r*=4s* par une formule semblable est également
la somme de quatre quarrés, 184
Un nombre quelconque est la somme de quatre quarrés, 186

Développement des différens cas du théoréme de Fermat sur les nombres polygones, 188

S V. De la forme linéaire qui convient aux diviseurs de la formule
avzk1, a et n étant des nombres donnes, 191

Tout nombre premier p qui divise la formule ¢” ++1 est de la forme anx <41, ou

au moins il doit diviser une formule plus simple @ -1, dans laquelle o est le
quotient de n divisé par un nombre impair, 193
Tout nombre premier p qui divise la formule a® — 1 doit étre compris dans la

forme nx+}~1, ou au moins doit diviser la formule ¢ —1, dans laquelle » est
sous-multiple de =, 195
Applications diverses on I'on détermine des nombres premiers trés-grands, 197

§ VI. Théoréme contenant une loi de réciprocité qui exisie entre deux
nombres premiers quelconques, 198

Si les nombres premiers m et n ne sont pas tous deux de la forme 4x + 3, on aura

s 1 m n 5.
généralement (;>:<;z)’ et s'ils sont tous deux de cette forme, on aura...

(T — (i> , ibid.
k73 m

Théorémes divers, dont plusieurs dépendent de la loi précédente, 204
Démonstration de deux conclusions générales auxquelles Euler est parvenu par voie
d’induction, dans ses Opuscula Analytica, tom. I, 206

S VIL. Usage du théoréme précédent pour connaitre si un nombre pre-

mier ¢ divise la formule x*-f-a, 208
Algorithme trés-simple pour cet objet, ibid.
Développement d'un grand nombre de cas ou I'on peut déterminer a priori la va-

leur de x, 211

S VUL De la maniére de determiner x pour que x*~~a soit divisible
par un nombre composé quelconque N , 214

c
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- : ag. 214
Solution du probléme général, pag mg
Du cas particulier ou ¥ a pour facteur 2™, o
Détermination du nombre des solutions , 7

S : X *Ne=—1, 220
§ IX. Résolution des équations symboliques (;) =1, \c )™ ’

§ X. Recherche des formes linéaires qui conviennent aux diviseurs d;
la formule v 4-cu®, 22

Théorémes par lesquels on détermine les formes lineaires des diviseurs de la formule
{2 4 cu?, ¢ étant premier ou double d’un premier, ibid.
On détermine a priori les formes linéaires de ces mémes diviseurs, lorsque c est le
preduit de deux ou de plusieurs nombres premiers, 231
En général les diviseurs d’'une méme formule £* 7= cu® se partagent en un 1'10’111.bre
déterminé de groupes, composés chacun d’un méme nombre de formes hne.::m“es
2cx 4+ a, ou fexa, ibid.
Méthode abrégée pour trouver, par le moyen des diviseurs quadratiques, toutes les
formes linéaires des divizeurs, 232

§ XI. Explication des Tables III, IV, V', VI et V1, 244

Ces Tables présentent, pour chaque formule #* - cu® comprise dans leurs limites,
le systéme de ses diviseurs quadratiques et des diviseurs lin¢aires correspondans.

§ XIL. Suite de théorémes contenus dans les Tables precitées , 255

On démontre en général que si 4cx 4 @ est I'une des formes linéaires qui conviennent
aux diviseurs de la formule 2 = cu®, tout nombre premier compris dans la forme
4ex 4+ a, sera diviseur de la formule (2 == cu?, et par conséquent sera de I'une des
formes quadratiques qui répondent & la forme 4cx 4 a. On tire de 1a autant de
théorémes particuliers qu'il y a de formes linéaires dans les Tables, 260

§ XIIL. Autres théorémes concernant les formes quadratiques des nombres ,
263

Tout nombre premier 4 qui divise la formule * 2= cu®, ne peut appartenir qu’a I'un
des diviseurs quadratiques de cette formule, 1bid.
Tout nombre premier A qui est de la forme y* -4 az®, ne peut étre qu'une fois de
cette forme, 265
On détermine le nombre de maniéres dont un méme nombre composé A peut étre
de la forme y* -+ az*, d'ou I'on déduit la solution d'un probleme de Fermat, 26q
Tout nombre 4, premier ou double d'un premier, compris dans la formule py> 4=
3Gyz -+ rz*, ou pr—g* est un nombre positif, n’y peut etre compris que d’une
maniére , sauf le cas des diviseurs bifides, 271

S XIV. Sur les moyens de trouver un nombre premier plus grand qu'un
nombre donné 279

Tableau de diverses formules propres & exprimer des nombres premiers, si une con-
dition est remplie, 282
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Explication de la propriété qu'ont certaines formules de conteniy une suite assez étendue
de nombres premiers, pag. 284

§ XV. Usage des théorémes précédens pour reconnaitre st un nombre
donné est premier, ou s'il ne Uest pas, 286

On ajoute aux autres moyens déjd indiqués le développement en fracticu continue de
la racine du nombre donné, ou d'un de ses multiples, 288

TROISIEME PARTIE.

THEORIE DES NOMBRES CONSIDERES COMME DECOMPOSABIES
EN TROIS QUARRES.

§ L. Définition de la forme trinaire. Nombres et diviscurs quadratiques
auxquels cette forme peut ou ne peut pas convenir, 293

S 1L. Correspondance entre les formes trinaires du nombre c et les diviseurs
trinaires de la_formule t* - cu?, 296

Si un diviseur quadratique de la formule * 4 cu® est décomposable en trois quarrés,
toute maniére de faire cette décomposition, c’est-d~dire toute forme trinaire de ce
diviseur, donnera une valeur trinaire correspondante de ¢, bid.

Réciproquement, étant donnée une forme trinaire du nombre ¢, on pourra toujours
trouver un divisenr quadratique trinaire de la formule ¢*+- cu?, correspondante a la
valeur donnée, 298

On démontre généralement 1°. qu’il ne peut y avoir qu'un diviseur quadratique qui
répondra a la valeur trinaire donnée de ¢ ; 2°. que ce diviseur ne pourra avoir qu'une
seule forme trinaire correspondante a cette méme valeur , sauf le cas des divisewrs
bifides ot il y en a deux, 305

§ HI. Théorémes concernant les diviseurs quadratiques trinaires , 306

Si le nombre ¢ est premier ou double d'un premier, la formule * 4- cu* aura antant
de diviseurs quadratiques trinaires qu’il y a de formes trinaires du nombre ¢, et
chacun de ces diviseurs ne pourra avoir qu'une seule forme trinaire , Zo8

Si le nombre IV est compris dans un diviseur trinaire de la formule > - cu?, réci-
proguement le nombre ¢ sera compris dans un diviseur trinaire de la formule # - N2,
De plus les valeurs trinaires correspondantes de IV etc seront les mémies dans les
deux cas, Sog

Caractéres qui distinguent les diviseurs quadratiques réciprogues, des diviseurs non-—
réciproques , 18

Les diviseurs quadratiques de la formule #* 4 cu* se distinguent encore en diviseurs de
premiére et diviseurs de deuxiéme espéce, 31g

Si le nombre ¢ est premier ou double d'un premier, tout diviseur quadrahcue de
premiére espéce est un diviseur réciproque, 3o

Quel que soit ¢, pourva qu’il ne soit ni de la forme 4n, ni de la forme 8n - ~,

_f,__x
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XX TABLE DES MATIERES.
les diviseurs quadratiques de la formule #24- cu® en contiendront toujours au moins un
qui sera réciproque, pag. 321
Tout diviseur quadratique réciproque de la formule #* =4 cu?® est un diviseur trinaire,
et ce diviseur a autant de formes trinaires qu’il y a d’unités dans 2=*, i ‘¢tant le
nombre des facteurs premiers, impairs et inégaux qui divisent ¢, 329
Corollaires généraux qui offrent toutes les propriétés de la Table VIII, continuée in-
définiment , 335
Tout nombre impair, excepté seulement ceux de la forme 8n 4 7, est la somme de -

trois quarrés 336
Tout nombre entier est la somme de trois triangulaires, 337
Tout nombre douwble d’un impair est la somme de trois quarrés, ibid.
Tout nombre entier, ou au moins son double, est la somme de trois quarrés, 538
On pent trouver un nomnbre qui ait tant de formes trinaires qu'on voudra, ihid.

QUATRIEME PARTIE.

METHODES ET RECHERCHES DIVERSES.

§ L. Theorémes sur les puissances des nombres , 340
L’aire d’un triangle rectangle en nombres entiers ne saurait étre égale a un quarré, ibid.
La somme de deux biquarrés ne peut étre un quarré, 343
La formule x* 4 2y* ne peut étre un quarré, 544
Aucun nombre triangulaire , excepté 1, n’est égal a un biquarre , 345
La somme ou la différence de deux cubes ne peut étre un cube, thid.
Elle ne peut non plus étre double d’'un cube, B47
Aucun nombre triangulaire, excepté 1, n'est égal 4 un cube, 348

§ II. Théoremes concernant la résolution en nombres entiers de Uéquation

Xt —b = ay, 54 9
Condition de possibilité et réduction de I'équation lorsque a est un nombre premier,
1bid.

Résolution de I'équation x* — 1=uay, lorsque ¢ est un nombre premier, et n un di-
viseur de g — 1, 35¢
Résolution de I'équation x**4-1 =ay, dans les mémes cas, 353
Reésolution de V'équation x* — b= ay, dans les mémes cas, 355
Résolution générale de la méme équation, 357

7 . 234 ‘ 2 —

§ L Résolution de léquation x* -4-a = 2my, 358
§ 1V. Méthode pour trouver le diviseur quadratique qui renferme le pro-
dwit de plusiewrs diviseurs quadratiques donnés , 361
Formule pour avoir le produit de deux diviseurs quadratiques donnés , 36a
Formule pour avoir le produnit de deux diviseurs quadratiques semblables , 365

Diverses formes dont est susceptible le produit de plusieurs diviseurs quadratiques
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Formule pour avoir la puissance n d’un diviseur quadratique donné, 364

§ V. Résolution en nombres entiers de U'équation Ly® ~Myz 4~ Nz*=DbIT,

11 étant le produit de plusieurs indéterminées ou de leurs puissances, 374

Aprés avoir dégagé le second membre du facteur constant &, on fait voir comment
la résolution de cette équation se déduit des développemens donnés dans le § pré-
cédent, 375

Exemples divers, 375 — Byq

§ VI. Démonstration d'une propriété relative aux diviseurs quadratiques
de la formule t* = au*, a étant un nombre premier 8n -1, 580

Aprés quelques propositions subsidiaires, on prouve que l'équation U= P¥?-
2QYZ +4- RZ*, dans laquelle PR — Q*==a, n’est susceptible que de deux solutions,
lesquelles se réduisent a une seule, lorsque I'équation proposée est de la forme
Ur=2y* + 2yz+4 3 (a+ 1)z, 383

De la on' conclut que le nombre des diviseurs quadratiques 47 4+ 1 de la formule
1> 4- aqu®, surpasse toujours d’'une unité le nombre des diviseurs quadratiques 4n -3
de la méme formule, 385

§ VII. Démonstration du théoreme contenant la lot de réciprocité qui

existe entre deux nombres premiers quelconques) 386
§ VL. D’une lot trés-remarquable observee dans Uénumération des nombres
premuers , 394
Comparaison de la formule avec les Tables, ibid.
Valeur moyenne et probable de la différence entre deux nombres premiers consé-
cutifs, 395
Sommation de quelques suites qui dépendent de la loi des nombres premiers, 3g6
Essai sur la démonstration de la formule trouvée par induction, 3gR

§ IX. Démonstration de divers théorémes sur les progressions arithmé-
tiques , 599

Si on désigne par o le terme de rang (k~—1) dans la snite des nombres premiers
3,5, 7, 11, etc., je dis que sur 7= termes consécutifs d'une progression arithmétique
quelconque, il y en aura toujours au moins un qui ne sera divisible par aucun terme

pris dans une suite de k nombres premiers quelconques, 404
11 en résulte que toute progression arithmétique, dent le premier terme et la raison
sont premiers entre eux, contient une infinité de nombres premiers ibid.,

S X, ot Lon prouve que tout diviseur quadratique de la_formule t* -~ Nu?,
contient au moins un nombre premier a N et plus petit que N, 407

/

S XI. Méthodes pour trouver combien , dans une progression arithmétique

quelconque, il y a de termes qui ne sont divisibles par aucun des nombres
premuers compris dans une suite donnée, 412
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xxij

Formule générale qui satisfait dans tous les cas, pag. 414

Algorithme pour simplifier le calcul de la formule générale, 418
420

Formules pour la comparaison des diverses progressions,
Une progression quelconque et la simple progression des nombres impairs peuvent étre

disposées terme & terme, de maniére que les termes correspondans soient tous deux
premiers , ou tous deux non-premiers & un méme produit O, 423

S XII. Méthodes pour compléter la résolution en nombres entiers des
. ’ . ’ ’ ¢
équations indéterminées du second degré, 424

On raméne généralement I'équation ay® - byz < cz* 4 dy + fz 4 g == o a la forme
ay'* + by'z'+ cz'* = H : on donue ensuite une méthode générale et exempte de taton-
nement pour déduire des valeurs de y’ et z’ celles de y et z en nombres entiers, 426

Le succes de la méthode précédente étant fondé sur ce que les fractions a faire dis-
paraitre ont pour dénominateur bb — 4ac, on se propose plus généralement de dé-
terminer I'exposant n, tel quen faisant (¢ + Jy/A)* =F+ G /4, la quantité
AF o4 #G v soit divisible par un nombre premier quelconque w, 497

On détermine ensuite directement la valeur du méme exposant , telle que AF .G + »
soit divisible par une puissance donnée du nombre premier o , 428

§ XIIL. Méthode de Fermat pour la résolution de Uéquation y* = a -
= -3 %3 o, ) =4

bx - cx* - dx® 4~ ex* en nombres rationnels 43

Si l'équation proposée est telle que a ou e soit un quarré positif, ou si on en connait

une solution, on donne la méthode d’avoir successivement d’autres solutions, ibid.

Application & deux problémes particuliers 433

CINQUIEME PARTIE.

Usage de Uanalyse indéterminée dans la résoluiion de Léquation x"—1=0,
n étant un nombre premier, 455

L
Ayant fait X= lel, le polynome X ne peut ¢tre décomposé en facteurs ration—
nels, 439
Connexion entre la résolution de I'équation X = o et celle de I'équation indéterminde
XV ] ny., 443
Formation des périodes dans lesquelles se cistribuent les racines de I'équation Y=o
équations subsidiaires qui servent & trouver la summe des racines comprises dan;

chaque période, 445 — 454
Développement de la solution lorsque n =19, A50
Développement du cas o n==17, 26'0

En genéral il résulte de cette theorie que si l'on decompose n—1 en ses facteurs
premiers a"‘bcc"’, etc., la resolution de I'équation X == o se réduira acelleds équa-
tions du degré a, € du degré b, etc. 465

On peut toujours trouver deux polynomes ¥ et Z, tels que 4X=YrEnZs, 463
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Théorimes relatifs & la résolution de I'équation X = o, dans le cas de n=3m 41,
et dans celuide n=4m -1, pag. 472

La résolution des équations auxiliaires se réduit toujours a celle des équations a deux
termes de méme degré. On en donne un exemple dans la résolution de I'équation
x''—1 =0, cequi conduit au méme résultat qu'a donné Vandermonde dans les
Mémoires de I'Académie, année 1771, 473

TABLES.

Table I. Expressions les plus simples des formules Ly® + 2Myz -}- N2*, pour toutes
les valeurs du nombre non-quarré 4 = M?> — LN, depuis A = 2 jusqu’d A4 =136.

Table II. Expressions les plus simples des formules Ly> -+ Myz - Nz*, pour toutes
les valeurs de B=—= M* — 4LN, depuis B=15 jusqu'a B=2305.

Table 111. Diviseurs quadratiques et linéaires impairs de la formule ¢*— au?, pour
tout nombre a non~quarré , ni divisible par un quarré , depuis @ =2 jusqu’a @ = 79.

Table IV. Diviseurs quadratiques et linéaires impairs de la formule ¢* 4 au®, pour
tout nombre a de forme 4n -1, non-quarré ni divisible par un quarré, depuis a=1
jusqu’'a a==105.

Table F. Diviseurs quadratiques et linéaires impairs de la formule #* 4 au?, pour tout
nombre a de forme 4n 4 3, non-divisible par un quarré, depuis a =3 jusqu'a
a = 163.

Table 7I. Diviseurs quadratiques et linéaires impairs de la formule #* 4 2au®, pour
tout nombre ¢ de forme 4n - 1, non-divisible par un quarré, depuis @ = 1 jusqu’a
a=753.

Table 7II. Diviseurs quadratiques et linéaires impairs de la formule #* 4 au?, pour
tout nombre a de forme 41 4 3, non-divisible par un quarré, depuis ¢ =3 jusqu’a
a=51.

Table FIIT, contenant les diviseurs quadratiques trinaires de la formule # 4~ cu?,
avec les valeurs trinaires correspondantes de ¢, pour tout nombre ¢ qui n’est ni de
la forme 4n, ni de la forme 8n 47, depuis c =1 jusqu’a ¢ = 214.

2 4 6 10 w—1

g . '5_ . ; . ‘1—1' DI

ruiers successifs, depuis @ == 3 jusqu'a » = 122g.

Table IX. Valeurs du produit

, formé avec les nombres pre-

Table X, contenant les fractions les plus simples — qui satisfont 4 I'équation m” —

an*=1, pour tout nombre non-quarré ¢, depuis ¢= 2 jusqua a=135.

FIN DE LA TABLE DES MATIERES.
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EFERRATA.

Pag. 208, lign. ov....... c 4 cu?, lisez * 4 cut
232, 2et6... a aura a aura
265, 340 vive.  pmiyn? mu2 = ny*
384, 23,0 0an pusique puisque
456, avant-dern. pouvant peuvent
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