
����� ��
�	��
���� 	���
�

����� ������� ������ ���
���������	 �� ���	����

������� ����� ���	����� ��



���	 
 �� � �� ��  ��  � � �� ��
���  �� ��  �� 
 �  �� 
�� �� ����� 
�� 
��� -��� /������� ���������	� 9������ .��������� +����� '����	�

����� 
 ��  �� 
 �  �� 
�� ��  � �
��� ��������� /������� .�������� ./< <=+� +'

>: ?��� <:�� 9������ @�� A	��� @A 0::00�><00� +9(

>22 ?������	�� =	��� -	�� )��	����� B�. ;<:2� (�������

=��� �� (���	C� 0;� <5:0> )������ 9����

,	�� &	���� ��� ?����
�	��� .��� �	�� 5::0� 9	��� (
����

����$DD��������������	��

� .�������� +��!������ -���� 011;� ������ ��� <::<

���� �		� �� �� �	�������� 9��*��� �	 ������	�� �������	�

��� �	 ��� ��	!���	�� 	
 ���!��� �	����!� �������� �����������

�	 ����	�����	� 	
 ��� ���� ��� ���� ���� ����	��

��� ������� ��������	� 	
 .�������� +��!������ -�����

E���� �������� 011;

=�������� 011>� 0112� <:::

9��	�� �����	� <::<

-������ �� ��� +����� '����	� �� ��� +��!������ -����� .��������

�������� �����@��=	��� 1�FD0;��� ��	
�� (�!��� ;/< G���H

� ��
����� ������ ��� 
��	 ���� �	 ������� ���� 
�� ���
�	� �������

������� �� ������		 ��
������� �� ������
��� ��
�

���� �������

.��	� �� �������� �������D������ ����

�� ���

������� ����	�������� ��
������� ��� ������

�9/@ : F<0 50014 0 6 �9/@ : F<0 :0:5> F 3����7

0� .��	��� ����!�	�� �� �������� �� �����

I02<�F�.>F �52 <::<

::;8�5F26��<0 <::0:F<54;

�9/@ : F<0 50014 0 ��������

�9/@ : F<0 :0:5> F ���������



�

��������

������� 
� 
�� ��	
 ���
��� ��

������� 
� 
�� 	����� ���
��� ��

� �������	�
�� ��� ����
� 0

0�0 9	�� ����	�� 0

0�< ������� 	
 ���	��� ����!�	� <

0�; ,������� ������� 4

0�> (������	�� 0:

0�F 9������!� ���������� 	� ������ �	�����	�� 0F

0�4 ,��� �		�������� 01

-�	���� <0

@	��� <<

� ����
���
���� ���� <>

<�0 -�������� ����� 	����������	�� ���� <>

<�< ��� 	������ ��� ;<

<�; J����� ��������	� 	
 ��		�� 	����������	�� ���� >F

<�> ������� 	
 ��������	�� 	
 	����������	�� ���� �	 ���	���

������� 	
 ������ �������	����� F2

(�������$ 9	�� ��������� �������	�� ��� ���	���� �	��������

���� 4F

-�	���� 44

@	��� 41

� ������ �����	���� ��� ���	��� �
���
�� 20

;�0 ��� �	���	������ �������	� 20



;�< ��� ���������� �����8� ��� 22

;�; )������ ��� ��� �������� 	
 �� �������	�� 5:

;�> ,������	� �������� 
	� ��� ���������� �����8� ��� 5>

;�F .�������� 	
 ��� ������ ������� 
	� ��� ���������� �����8� ��� 5F

;�4 ��� �	������� �������	� 51

;�2 ��������	�� ��� �����������	� 	
 
����� �������	� ��

����������� 10

;�5 ( ������ ����������� 	����!���	� 	
 
����� �������	�� 14

;�1 ��������� 15

;�0: E�� 
������ 0:<

(�������$ &����	�

 �������	� 0:F

-�	���� 0:2

@	��� 00;

� �����
	�� ������
� �� 	����
	 ������ 00F

>�0 ��� �	�����	� ��� ��� ����	�� �������� 00F

>�< "����� �������� 	
 ������ ������ ��� ����	��� 	����� 0<<

>�; 9���� ��� ������� ����
	�� 0<1

>�> "�����	! ���	����� 0;2

>�F ����	���� 0>F

>�4 .��	���  	�� ��� �������� �����	�$ ��� 	����� 	
 ��������

���� �� ��� +��!���� 0F<

(�������$ J���69������ 	���	�	�������	� 040

-�	���� 04<

@	��� 044

� ��������	�
�� 	����
	 ��� 045

F�0 E����� ����� �	�������� 041

F�< E��� ����� �������!��� 02F

F�; 9�������� 	
 
����� ����� �	�������� 025

F�> .��	��� ���������� 05F

F�F ��� �������� 	
 ���	��� ���������� 051

F�4 ��� �������	�� 	
 �	����������� ���	��� ���� ��� ����� �����

��� ������� ����
	�� 014

F�2 =����� ������ 	
 ��������	� <:0

(�������$ ,���!���	� 	
 �#�� 3F�;7 <:2

-�	���� <:2

@	��� <0:

 !���
��
��
	
�� <0<

4�0 E��#����� �������� ��� �������	�� <0<

4�< ��� ����� ��� <05

4�;  
��#����� #��������	������ ����  � < <<5

�� ��������



4�> 9������ �	����	��� �������	�� 	
 #��������	����� 
	���� ������� <;;

4�F -���� 	����� 	
 � �	�����	� 	
 �	��� �	���� 	�����	�� <;4

-�	���� <>>

@	��� <>F

" #���� 
� $��
����
�� ������ <>4

2�0 &����	���� ������� <>4

2�< -���������	� 	
 ��������� ������� <4;

2�; .��	� ��� '() �	�� �� ������� ���������� �� ��	�

�������	�� &����	���� ���� <2;

2�> &�������������	�� ������� <1F

2�F 9��	��� ���	��� ������� <14

2�4 ��� ��������	� 	
 ����������� ����	� ������� <11

-�	���� ;:0

@	��� ;:<

% #����
	 �����
�
��� ;:>

5�0 ��� ����	� �	����� ������� �	��� �	 ���	��� �������	�� ;:F

5�< ��� ������������� ��������	� �	 � ���	��� �������	� ;0:

5�; .����� ;0F

5�> ��� "	���� ������$ (� ������ 	
 ��� ������	� 	
 � ���	���

��������� ;;:

5�F /���� �	������ �����	���	��� ;;>

5�4 /�
������	�� �	 ���	��� ���������� ;;5

-�	���� ;><

@	��� ;>>

& '���
���	���� ;>F

1�0 ��� ���������� �������� � 3�7 ;>F

1�< ��� �������	� 
�����	� 
	������ ;F;

1�; "�����	! �������	� 
�����	�� ;F4

1�> ,���������	� 	
 ����� ���� "�����	! ���	����� ;4;

1�F +������ ����	��� 	����� ��� ��� ������ ������� ;42

1�4 B������ 	
 ��� "�����	! ��� ����	��� 	����� �������	� 
�����	��


	� �	�������	�� �������	�� ;20

1�2 E����� ������� 	
  ��� ��!����	� �� "��������� ���	���  	�� ;2;

-�	���� ;22

@	��� ;22

�( #������ ��� ���	����
)��
�� �� 	���� ;21

0:�0 .	���	 	
 ���	� ;21

0:�< .	���	��� � ������� ������� ���	��� ��	���� 3J	� 07 ;50

0:�; .	���	 J	� <$ ��������� ;1:

�������� ���



0:�> 9�����	������	� 	
 ���	��� ������� ;1;

0:�F 9������� 	
 � ���	��� ��� 	� �� ��!������ ����
	� >:<

0:�4 J��������� ������	������	� 	
 �	���� ���	��� ������� >:1

0:�2 -���� ������	������	� 	
 ���	� >00

-�	���� >01

@	��� ><:

�� !������ 	���� ><0

00�0 ��� ������ �!� ������� 	
 ���	���� �	������ �����

����������� ������� ><;

00�< ?�!�
�����	�� 
	� �������� ���	���� �	������ �����

����������� ������� >;1

00�; ����	��� ����	��� ������� >><

00�> I������ ���	��� ���������� >>1

-�	���� >F:

@	��� >F:

!��������	 >F<

"���# >2F

���� ��������



�

������� �

�������	�
�� ��� ����
�

�	� 
��� ������

������� �	
����� ��	 � ���� �� ���� ������� ���� ��� ���� �� ��� ���
��

������������
 ��
�� ���
����� �� ���� ��� ���
 �� ��� ��
���	� ���
�������

���������
 ��� �����	 �������� 	 ��� ������ �� ��� ����� �� �����

��������� ����� �������
��
� ������ ��������
�� ���������
 ����� � ����

�
� ��� ���
���!� "	 ��
������
� ��� ������� �� ����� �����
� ���� ����

�� �
����� ���
�� ������� ���
 ������
� �
 ��������	
 �����! ���
����� ���

��� �� ���� ���� ���	 ����������� �
�� ������ �������! ����� ����

�������� #���$��
� 
��������	 ����	 ������������ ���� �
 �������

�	
����� �
������ ���� �� %� "������� �
 ��� &'()� *� +� ���������� �
�

,� -� +��������� �
 ��� &'.)� #� #���� �
 ��� &'/)� �
� #�����

������������
� 
����	 0� 1� 2��������� �
� ��� ���������� 3
 ����� ��

���� ���� ������� ��� ���������	 �� ����� �
 ���� ��	����� �	����� ���


�� �����	 ����������� �
��� ���������	 ����
��	� 4�� �����
� ��� ���� ����

5��� ���� ��� ������������ ������ ��� ���5���� �� ���� ��� ������� �
 �����

5���� �
� ����
� ���� ��� �������� �����
 ���� ����
 
�� ����
� �
����

�� ��
��
�� ����������� �
 ����� ����� 5���� ���� ���� �	�� �� �������

����� � �������
� �
 ����� �	������ 4�� ��������
 ��� 
�� ���
���

����������	 �
� ���� �� ��� ������ ��� ���� ��
 � ������� �� ��� ����
����


�������� �������
 �� �	
������ �	����� �
 ������� ���������� 6��
�

���� �������
� ��� ������� ��������� �� ��� ���� ��������
� �
 ��������
� ��

��������� �������
�� ��� ����� �����������	 ������ ����������� ���

���������	 �� ��� �	
����� ��

�� � ����� �
 �
�
��
 �����
����

��������
��� ������� �� ����� � ��� ���� ���
 �����
� ���� �
 ������

��	����� �	�����



3
 ���� ������� �� ����� ������� ���� �� ��� ���
���
����	 �� �����

�
� ���� �
������� ���� �� ��� ���� ���� ��
������ 4�� ��� �� �� �������

� ��������
� ��������& �
 ����������
 ��� ��� ���� �������� �������
�� ��

� ������� �
 ��� ���� �� ���� ����

�	� �������� �� ������ �������

*��� �����
�� �� ����
�� �� �
��
����
� ���� ���
 �������� �� �	
������

������� ����� ��
 � ����	 �
��	7�� �������������	 �
� �
 ����� ���

�	���� ���
�����	 ������ ���� ���
���
� ������! ������� ������ �
�� ��������

�����
 �� ����� �	���! �� �
�� � �����	 ����� ����� � ��������
 �
 ����� ���

�	���� ������ ��� �����
!� 8��
 �
� ������ �
 ��
� ��� �� ������	 �


���� �
��	������	 ����� ��� ����� ���� �	������	 ��
� ������	! ������ �� �

��� �
�	 �������
� �����
�� 4�� ���
� �� ���� ������� ����� ��� ���� ���	

�����
 �� ��

�� � �������
��� ���
� ���
���� �
��	����� ��
����
��

������� �����
� ��� 
������ �����	 
�� ��������� 3
���� ���	 ������ �� �

���	 ������� �
� ���
 �����
� ���� �����
� ��9������� ���� ���� 

������
� �
� ��
��� ���� �� ��
�� 3
 ����� �� ��� ���������	 �� �����

�����
� ���	 �����
�	 ����� �
 �	����� ����� ���������� ��� 
��

������� �
� ��� ���
 ��������
��	 ������� �3
 �������
 �� �����	 ����� 

�������� �
� ������� �����
 ����� �� � ������ �����
 �	�� �� �����
 


����	 $������������ �����
� 8� ����� ��� ���������
 �� $��������������	

�� ������� /�!

"����� ����
� � ��5
����
 �� ����� �� 5��� �����
� ���� �������� �
�

�������
� ��������� 0� � 5��� ������� �� ������� �����
 �� ��
����� �


��������
� �� *��
 �
� ������ �&':'!� 4�� ��������� �� ����
 �
 ������

&�&� 8��
 ��� ��������� �� �� ���� ��� ����� ��� ��� ��� ����� �����	;

����� �$�������< ������ ��� ��� �� ��� ��� �� ��=����� ������ ��� ����

���
�� �� ������ ��� ����� ���
��� 3
 ��� ��������
� ��� ����7�
���

�������
 �� ��� ��������� ��� ���������� ��
��������	 ���� ����� 6
���

������
 ��
�����
� ���
 ���� ��� ��
� ��� ��� �� ��� ����� ��� ���

������� �� ��������� �
 � ���	 ��������� ��

��� 0� �
 �
�������
 �� ����

���	 ��������� ������� ������ &�(�	! ����� ��� ������ ���
�� �� � �����


����� �������� �� ��� ��� ������� &�&!� 0������� ��� ��������� �������

�� � ���	 ������ �
� ����� �������� ��� ������� ����������� �����
 ��

������������ �
 ��� ��	����� ��������
 ���� �� ��� ���������
 �� ������

����� �������
�� ����� �
 ��� ��� ������� 
���� �
 ��� ��
�������

�����
� ������ ���� 4� ���� ���� �� �� 
�� 
�������	 �� �
���� ���� ������� 

*��
 �
� ������ ��
������� � ������ ����� ��� ����� ��������
� 


����	 ��� ������ >��5
� �$�����
 �
 ��� �������
� ���� 

�( �

��(
� �

��

��
� ��? � �! � � ��
 �� �&�&!

� � �������	�
�� ��� ����
�



3
 -$� �&�&! ��� 5��� ��� ����� �������
� ��� �
����� �� ��� ��� �
�

����������� ������� ����� ��� ����� ���� �������
�� ��� ������� �� ���

���
��� �
� ��� ������� ������ 4�� ��
������� ���� �
 ��� �����;��
� ����

�������
�� ��� �����
� �� ��� ���������� 3
 ��� ���
�� �� �����
� �� � )! 

-$� �&�&! ��������� ��� ����� �����	 ������ � � & �
� � � �& �����;

���
��
� �� ��� ��� ���������	 ��
���
�� ����� �����	 ������ �� ��� ����

�4���� �� ���� �
 �
����� �����	 ����� � � )�! ������ &�(�! ����� ���

������� �� � ������� �������� 
�������� �������
 �� -$� �&�&! ��� �

���������� ������ �� � �
� �� 8� ������ ���� ��� ������� �� ��� ��	�����

��������
� ��� $�����������	 ������� �� ����� �� ��� 
�������� �������
�

γ sin t

Strain
gauge

Steel
beam

Magnets

y

����� �	� �� ��������� ��

���� ��� ����� �������

t

t

(a)

(b)

����� �	� ��� �
���� ���� ��

����
� ����� ���  ���
	��

�����
�� �� !"� ����� �����

��� �����# ������

��� !$����� �� 	����
	 %���
�� &



4��� �� �� �

�������	 �� �
���� ����������� ��	����� ��������� ��

������
 ��� ������� ����������� �����
�

0� � ����
� ������� �� ��
����� ��� ��������
� �� #��� �&'@.!

����������� ������������	 �
 ������ &�?� 3
 ���� ��������
� � ���� �����	

�
=�� �� ����� �� � A������� ��� ���
���
��� 8���� ����� ���� ���� ���

������ �
� ��� ����� �� ����� ���������� ����� ���� � ��
��
� ������ ���

��������� 4��� ��� ���� ��
����� �� ��� �������� ��� �� �����

�& �( � � �  � � � � � �� ����� ����� ���� ������� 	 ��� ��
���� ���� �����

���� ��� ���� �
������� �����
 ���������� ����� ��
 � ������ 

�� � � ���& � � �� 8��
 ��� �
=�� ���� �� ��� ������ �� ���5���
��	 ����� 

��� ���� �
������� ��� ��� ��� �$���� 0� ��� �
=�� ���� �� �
������� ���

���� �
������ ��$��
�� ������ �������� ���� � ����� �
������ ��	

�������� 	 � ��
��� �
������ �� �� ���� ��� ��$��
�� �� ���� �
������� ��

�� ��� ���� � � �  ��	 �� ��	 �� ��	 � � � � 8� ���� ���� � ������ ���

��$��
�� ��
�� �� � � ����(� 0� ��� �
=�� ���� �� ������� �
������� 

�������� ��$��
��� �� ��
��� �
� ��
��� ������� ���� ������� �
��� ��

���5���
��	 ����� �
=�� ���� ��� ��$��
�� ��& ��( ��? � � � ������
��	

��� 
� ���������	� 4��� ��������� ��$��
�� �� ������ �� � ��� �� �������

�	
������

0� � ����� ������� �� ��
����� ��� ������ �� ������� B�	�����C

"�
��� ��
������
 �����
���	 ������� ������������	 �
� ����������
���	 �


��� ����
�� ����� �� +���
7 �&'/?! �
� ��������
����	 	 ��� ������� 

0����� �
� "����
��� �&':@! %���� �
� "�
��
 �&'@)! "����� �� 	
�

�&'@)! �
� +������ �
� *����� �&'@)!� 3
 B�	�����C"�
��� ��
���;

���
 �
� ��
������ � =��� ��
���
�� �����
 ��� ����� ������ �
�

��9����� �� ������	 �� ����
 �
 ������ &�.� 4�� ����� ����� ��

���
���
�� �� � ������ ����������� �) � �� ���
 ��� ����������� �) ��

��� ��� ������ 0� � ������ ��� =��� 
��� ��� ������ ����� ����� ����
�� 

�
� ��	�
�	 ������� � ��
��
�	 ��� ���� =��� �� ����� #�������	 ��� ������

Dripping
faucet

Light sensorLight source

����� �	� �	����
	


��������
�� �� �� $��
���

�� ���� ���'(��

( � �������	�
�� ��� ����
�



���� ��
�� =��� 
��� ��� ��� ����� ��� � ��
��
�	 �� ����� 8���� +���
7��

�$�����
� ��� ��� ������7�� � ����� �� ������� ��� ��������
�� ���������	 

�
 ��� ���� ����� ��� ��������
�� ���� ��
� ���� �������� ��
��
� ����;

����� �������� �� � �����
� �� ��� �� ����� ����� ��� �����
�� �����
 ���

����7�
��� ����� ����� ��� � ������ �� $���������� ��������
��
�� �����


��� ����� �
� ��� ��������
��� 3
 ���������� �
 ���� ���� ��� ���� ��
��

�� ������ �� ��� ����������� �������
�� ��  ��� ��������
�� ���� ���� ���

=��� ���� ������� � ���	�� ��
������� �������� =�� �� ����
 �
 ��� 5�����

0� � �������� ������ ����� �� ��� ����������� �������
�� ��� =��

������ ����;����
��
� �
� ���� ���� ����
��
�� �� �������� 4���

��
���� ������� �� ���� ��������� 	 +���
7�� ������

���� ����� ������ �������� �� �� ����� ���� ����� ������ � ��������

�� � � ���	 �����
 ���� �	
������ ����� �
 � ���� ������	 �� �	������

3
���� ������� �	
����� ��� 	 
�� ��
 ����
 �� � �� ����
����

�������
�� �
 ��
	 �������
� 5���� �
�����
� =���� ( ������� ? ����� �����

������� . �������� D ������ / �����
���� ������� : �����	 @ ��������	 '

��������� &) ��������� �����
��� && ����

3
 ��� ��� ������
� ������ ������� �
� ��� B�	�����C"�
��� ��
���;

���
 ������� ��� ���������
� �
������� � ��������
 �� ����
 ������������	

�
 ������ &�D� 1����	 ����� ��� � �	���� ��������� ������ � �
 ������

&�D ���� ���� �� � ����� � � �& ��� �����
 �� ������� �� � 
�
������� 

�
� �� �
����� ����� � � �( ��� �����
 �� �������� ���� ��� ������

������� � �� ��� �
=�� ���� ����� ��� ��� ������� �� B�	�����C"�
���

��
������
 � �� ��� ����������� �������
�� �� �! 4�� 
������ $������


������ 	 ������ &�D �� ��� ���� ��	�� ���� 	��� 	� ��� �	�	����� � ��

�	���� ����������
� ���� �& �� �(E 4��� �� ��� �� ��� �	
������ �����
�

�� ��� �	���� ������ ���� ��
��
���� ��������
 �� � ���� �& �
� �(E 4���

$������
 �� ��� ������ �� ��	��&( ���� � ��
������� �
 ������ �
 ������� @�

Gravity

T0

T0 � ∆T

����� �	� )�*�
��+,����

	���	�
���

p1 p2

Nonchaotic
behavior

Chaotic
behavior

System
parameter
p

����� �	� �	����
	


��������
�� �� �� "���
�� ��

�� �����
�
�� �� 	���� �
��

���
��
�� �� � �*���

��������

��� !$����� �� 	����
	 %���
�� -



�	� �������� �������

0 ���	���	
 ������ ��	 � ��5
�� �� � �������
����� ������������

�����������
 ��� ������
� ��� ����� �� � �	���� ������� �
 ����� 4��� ����

������ ��	 � � ��
��
���� ������� �� ���� �� ��	 � � �������� �
�����;

������ �������� 0
 ������� �� � �	
������ �	���� �
 ����� ����

���
���� �! �� � ��
��
���� ������� �� � �	���� �� � 5���;����� ����;


����� ����
��	 �������
���� �$�����
� 

���&!��� � �&���&! ��(! � � �  ���!! 

���(!��� � �(���&! ��(! � � �  ���!! 

��
�

���� !��� � �� ���&! ��(! � � �  ��� !! 

�����
���� �&�(!

����� �� ����� ����
 ����� �
 ������ ���� ��

����!��� � �F���!G �&�?!

����� � �� �
 � ;����
���
�� ������� 4��� �� � �	
������ �	���� ������ 

��� �
	 �
����� ����� �� ��� �	���� ��)! �� ��
 �
 ���
����� ����� ���

�$�����
� �� ����
 ��� ������ �	���� ����� ���! ��� � � )� ������ &�/ �����

��� ���� �������� 	 ��� �	���� ����� �� �� ������� ���� ���� �
 � ����

����� � � ?� 4�� ����� ���&! ��(! ��?!! �
 ��� 5���� �� �������� �� ��

��	�� ��	�� �
� ��� ���� �
 ����� ����� �������� 	 ��� �	���� �� ��

������� ���� ���� �� �������� �� �� �
 ���� �� ��	�������� 0��� �� ��

�����
 �� ����� �� � ��
��
��� ���� �	
������ �	���� �� � ���� �4���

������ �����
����	 �� ������
��	 ��������� 	 ��
������
� ��� ���9��������

��
������ 	 	

 ��� �
����� ��
�����
� �
 ��� ����� ����� �� ������	

�
������� �� ��� ����� �������� 	 ��� ��������� �� � =���
� =����!

x(2)

x(0)

x(t)
x(1)

x(3)

����� �	 .� ��%
� 
� � ���/

�
���
���� �� � ?! ����

���	�

0 � �������	�
�� ��� ����
�



3
 ��� ���� �� �������� �
�����;������ ���� ����� � ��
���
� ��� ����

������� � � ) & ( � � �! �
 ������� �� � �	
������ �	���� �� � ��� 

����� �� ����� �
 ������ ���� ��

���& � ����! �&�.!

����� �� �� � ;����
���
�� �� � ���&!
�  ��(!

�  � � �  ��� !
� !� %���
 �
 �
�����

����� �) �� ����
 ��� ����� �� ���� � � & 	 �& � ���)!� ����
�

�������
�� �& �� ��
 ���
 �������
� ��� ����� �� � � ( 	 �( � ���&! 

�
� �� �
� 4��� ����
 �
 �
����� ��
�����
 �) �� ��
����� �
 ���� ���

���9�����	! �� ��� �������� ���� �	����< �) �& �( � � � � 0� �� ����� ��� �

��
��
��� ���� �	���� �� ����
���
����	 � ��
 ����
 ���5���	 � �������

�� � �������� ���� ��� �� ����
���
����	 � � & ��� ��� ���
����� ������� ��

������
 ����
�$���

3� �� �����
��� �� ��
9������ ���� ��� ���������	 �� ��� �������

��������� �� ����� ��
 � ������� ��� ������ �	���� ����
���
����	� 4��� �


������ $������
 �� ��� 
	��� ���� � �	�� �� � �� ����� ��� ��	�� �� �

�����
�E ��� ��� ���� �� � 5���;����� ����
����� ����
��	 �������
����

�$�����
� ��� �
���� �� ����

� � ? �&�D!

�� ���5���
��&? 4��� �� �
� �� ����
 �
 ����
����� 5���;����� �	���� ����

� � ( ����� ��
 � ����� ��� ����������	�

�������! ��
����� ��� ������ ������ ��
����� �$�����
 ���� ������

&�:!

�(�

��(
� �

��

��
� ��
� � � ��
�(� ��! �&�/�!

����� ��� 5��� ���� �������
�� �
����� ��� ����
� �������
 �� ��� ����� ���

����� ������	 �
� ��� ���� �
 ��� �����;��
� ���� �������
�� � ��
�������

���$�� ������� �� ��� ������ �4��� �$�����
 ���� �������� ��� ������� �� �

������ ,�������
 9�
����
 ��������! 8� ���< �� ����� ����� ��� ��� ���

�����
 ������ ��
����� �$�����
E 4� �
���� ���� $������
 �� ��� ���

�$�����
 ������ �� ����
�;����� �
� 
�
����
�����! �
�� 5���;�����

����
����� ���� 	 ��� ����������


��&! � ����� 

��(! � � 

��?! � (� ���

�1��� ���� ��
�� ��� ��(! �
� ��?! ������ �
 -$� �&�/�! �� ��� ������
� ��

� ��
� ��
����
 ���	 ��
 � �������� �� �
���� �
� ��	 �� ������� �

��5
�� �� ��� �����
 ) �
� (��! 4�� �����
 ������ ��
����� �$�����


���
 	����� ��� �������
� 5���;����� ����
����� �	�����

Torque

Gravity

θ

M

����� �	" 1��	�# �����

��������

��& 2*���
	�� �*���� �



���&!��� � � ��
 ��?! � ��
 ��(! � ���&! 

���(!��� � ��&! 

���?!��� � (� � �

���
�� �&�/!

#�
�� � � ? ����� �� 
�� ����� ���� 3
���� 
�������� �������
� ���� ����

��� ������� �
� �������� �������
� �� ��� �����
 ������ ��
�����

�$�����
 ��� ������� ����
��
� �
 ��� ���������� ������ �� �	����

���������� � � �
� ��

8� 
�� ��
����� ��� $������
 �� ��� ��$����� ����
���
����	 ��� �����

��� ��� ���� �� ����� 3
 ���� ���� �� ���� �����
����� �����
 �
�������

�
� 
�
�
������� ����� 8� ��	 ��� ��� � �� �
������� �� ����
 ���& ��

��
 ����� ���& � ����! �
�$���	 ��� ��� 3� ���� �� �� �� ��
��� ���

�������
 ��� �� ��

�� � ��&����&! �&�:!

�
� �� ���� ��& ��� �
����� �� �� ��� ������� ��
����� ��� �
�;

����
���
�� �� � &! ���&. 

���! � ���& � �! �&�@!

����� �� �����
�	 ������ ��� A�������� ����� 0� ����
 �
 ������ &�@ ����

��� �� 
�� �
������� ������ ��� � ����
 ���& ����� ��� ��� ������� ������

�� �� ���� ����� �� ����� ���� ����� H
 ��� ����� ��
� ��
����� ��� ���;

����
���
�� ��� 

�
�&!
��& � � ���&!

� ! � ���(!
�  

�
�(!
��& � ��&!

� �
�&�'!

4��� ��� �� ������	 �
������� �� ��
� �� � �� ) 

��&!
� � �

�(!
��& 

��(!
� � ��&F � ��

�(!
��&! � �

�&!
��&G�

�&�&)!

xn�1

xn

����� �	#  ��
����
%
�
�* ��

�� ���
��
	 ����

' � �������	�
�� ��� ����
�



8� ��
 
�� ����� ��� ����
���
����	 ��$������
�� �
 ����� 3� ��� ��� ��

�
������� ���
 ����� ��
 � 
� ����� �
����

� � (� �&�&&!

3� ��� ��� �� 
�
�
������� ����� �� ������� ���
 �
 �
�;����
���
��

����� 3
���� ��� �������� ��� -$� �&�@! ������� ����� ��� ����� �
���� ��

3� �� ����
 ������ �� ������ � ��
��
���� ���� �	���� ��� A=���! �� �

�������� ���� ��� 	 � ����
�$�� ������ ��� ���
����� ������� �� ������


������� 8� ��
����� � 5���;����� ����
����� ����
��	 �������
���� �$��;

���
� �-$� �&�(!!� 4�� A���
����� ���� �������
�� � ��������
 �� ���

�;����
���
�� =�� �� �
 �� � &!;����
���
�� ���� ��� ������������

�������� �� ���� � � ? �
� ���������� ��� ��
��������
 �
 ������ &�'�

��
����� � �������
 �� �&�(!� 1�� ������ ���� ����������� �� � &!;

����
���
�� ������� ���� A������� �� ������
�! �
 ��� �;����
���
�� �����

����� �
� ������ ��� �
���������
� �� ��� ���� ���� ��� �������� 3
 ������

&�' ��� ������� �� ������
 �� ��� ���
� ��?! � � �� �� �������7� ���� �


��
���� ��� ������ �� ��� ������� ��
 � �������� �
 � ��
��
��
� ��	 �� ���

���������� ������� ���
�� � �
� � �������
� ��� ���������� ������
�� ��

��� ������� �� ������
� ���
� � �
�$���	 �������
�� ���
� � ������ �

��
 � ���� �� �
 �
����� ��
�����
 �
 �&�(! �� �������
� �� +������� �

�
�$���	 �������
�� � 	 �������
� ���� �
 �&�(! �
� ���
� � �� ��� �
�����

��
�����
� 4��� ��� ���
����� ��� �
 ���� �����������
 �������
�� �


�
������� ���;����
���
�� ��� ���
������
� ��� ������
���� ���&!
�  ��(!

� ! ��

��� ��� ������
� �� ��� ������� �� ������
 �� ��� ������
���� ��
�&!
��& �

�(!
��&! ��

x(3)

K

A B

x(2)

x(1)

����� �	$ . 3�
�	��4 �����	

�� �	�
���

��& 2*���
	�� �*���� �



������
� �� &� 4��� �$������
�� �� �
 �;����
���
�� =�� ���� �


�� � &!;����
���
�� �
������� ��� ����� ���� ��� ��$������
�� -$�

�&�&&! ��� ����� �
 � ��� ������� ���� -$� �&�D! ��� ����� �
 � =���

0
����� ��	 �� ������ � ��� ���� ��� =�� ��
������ 	 ��� �	���� ��

����
����� �������
���� �$�����
� �&�?! �� �� ������ ��� =�� �� ��������

����� �� � �) � �� �� � ) & ( � � �! ����� ��� ������
� �
������ � ��


� �����
 �
 ��� ���� �� ��
��
��
��� 4��� � ��
��
���� ���� ���9�����	

���! 	����� � �������� ���� ���9�����	 �� � ����!� 4�� $��
���	 ���& ��

�
�$���	 �������
�� ���� �� ��
�� �� ��
 ��� �� �� �
 �
����� ��
�����
 �


-$�� �&�?! �
� �
������� ��� �$�����
� ������� ��� �
 ����
� �� ���� � ��

�������
� ���&� 4��� �
 ���
����� �� ���� � ��� ���& � ����!� 8� ����

���� ��� ��� ���� � ���� 4�� ���� � ��� �� �
������� ����� ��� ���
�����

���! ��
�� ��� �������
���� �$�����
� �&�?! ��
 � �
�������� ������� �


����� 6
���� ��� ���
����� ��� ��� ����
���
����	 �� ��� ���� � ��� ��

��� ���� �� ���� �� ��� =���

�	� %���������

3
 �������
��
 �	����� ���� ������� :! ���� �� ����� �
 1����
�� �$�����
�

��� ��� �����
 �� ��������� ������� �������
 ����� ��� ������� �� ��� �����

����� �������� ����� ��� ��
�
�����	 ��
9����� �������
 �
� ����
���

��������! ���� ���� ����� ����� ������� ��� ��������� �
��� ��� ����

��������
� 4��� �� �� �� ������ �
 �
����� �� � )! ������ �� � &!;

����
���
�� �������  ) �
 ��� �;����
���
�� �;����� ����� �
� ���


������ ���� ���
� �
 ��� �������  ) ������� �
 ���� 	 ���
� ���� ��

�
����� ��
�����
� �
 -$� �&�?! ���
 ��� ������ �������  ) ������� �� �

������ �������  � �� ���� ����� ���� � �
� ��� �;����
���
�� �������

! �)! �� ��� �����
 �
������ 	  ) �
� ! ��! �� ��� �����
 �
������ 	  �

��� ��� ���� ! ��! � ! �)!� 8� ���� ���� � ������ ��������
� �	����

�������	����� H
 ��� ����� ��
� �� ��� =�� ���� 
�� �������� ������� 

�
� ��

�� � ���� �� �� �� 	 � ���
�� �� �������� ���
 �� ��	 ���� ���

�	���� �� ����������	����� "	 ��� �������
�� ������� �� ���� ����

�! ��!��� �
�
 �

� � ��� � �&�&(!

�����
�
 �

���
�5�� ��� �
������ ���� ��� ������ �
������ �� ��� �������  � 

�
� � � � ���
��&�����

�&! � � �  ��� !!�����!� ��� ������� ��� ��� ������

������ ��
����� �$�����
 ������
 �
 5���;����� ����
����� ���� -$�

�&�/! �� ���� ���� � � � � �� ����� �� �
����
��
� �� ��� ����� �����

�������
 � �
� �� 
�������� ���� �&�&(! �� ���� �! ��!��� � ��! ��! ��

���� ! ��������� ����
�
�����	 ���� ���� ! ��! � �������!! �)!� 3
 ��
;

���� � � � ���� � � ��
����
 �� ����� ����� �������
 �� 3� � � � � ) �


���� �����
 �� ����� ����� ����
��	�
� ������ ��
�������
 �
 ���� �����
! 

�5 � �������	�
�� ��� ����
�



���
 �� ����� ����� �� ��� �	���� �� � ������	���� �	����� 3� �� �
 �������
�

��
���� �
 �	
����� ���� ����������� �	����� �	������	 ��� ����������7��

	 ��� �����
�� �� ��������
� ���� �� 	���	����� �
 ��� ����� ������ 4����

��� ��
��� ������ �� ����� �����
� �� �
����� ��
�����
� �� 
�
7���

����� ����� ������ ��	������ �� ���� �
�������� ���
��������� �	
������

�	����� �� 
�� ���� ����������I ��� ��� ���������
 �� ��� ���
�����

�������
�� ������� �
 ������� :�!

0� �
 ������� �� �
 ��������� ��
����� ��� ������ �����
�� �������;

��� �( ����( � ������ � �( � � )� 0 �	����� ���9�����	 �
 ��� ����� �����

���&! � � ��(! � �����! �� ����
 �
 ������ &�&)�	!� 8� ��� ���� �� ����

���� �
 ��� ���� ������� �
�� ��� �����
 �
� ���� �� ���� ��� �
	 �
�����

��
�����
� 4��� �
 ���� ���� ��� �����
 ��&! � ��(! � ) �� ���� �� � ���

A���������� �� ��� �	
������ �	����� 0� � ����
� ������� ������ &�&)�!

����� ��� ���� �� � ����� �	��� ���� ������ �����!� 4�� �
����� ��
�����


������� �! ������ ��� ����� �	��� 	����� �
 ���� ����� ���� ���� �������

�
�� ��� ������ ������ ����� �
 ����� �� ���������� �
 �������� �����
 �


��� � � �� ������ #�������	 ��� �
����� ��
�����
 ������� �! �
���� ���

����� �	��� 	����� �
 ���� ����� ������� ������� ��	����������	 ��������;

�
� ��� ������ ������ 4��� �
 ���� ���� ��� ������ ������ ����� �� ���

���������� 0
 ������� �� �
 �$�����
 ������	�
� � ����� �	��� ��������� ��

����������� �
 ������ &�&)�! �� ��� ��
 ��� ��� �$�����
 

�( �

��(
� ��( � �!

��

��
� �( � � )� �&�&?!

4��� �$�����
 ��� �
�������� �
 ��� &'()� �� � ����� ��� � ������ ������

��� ���������� ��������

H
� ��
 ����� �� ��
��������� �
� ����������� �	��� 0 ��
���������

�;����
���
�� ��� �� �
� ����� ��������� �;����
���
�� ����� �����

������� �
 ���� ������� ��� ���� ��
 � ���� �� �� �� 	 � ������� ���
��

x(2)

x(1) x(1)

x(2)

α

�

(a) (b) ����� �	�& ��� �� �����	��� 
�

�� ��
�� �� �� ��
�
�� ��� ��

�����	��� 
� �� 	���� �����

	����

��( .����	���� ��



�� ��������!� 0 ��� �� ������ ��������
� �� ��� ���
����� �� ���

�������
�
� �� ��� ,�����
 ������ �� ������� ����������� �� �
� 

� ��! � 	���F����!���G	 � &�

��� ������� ��� � ��
��
���� ���� �������
��
 �	���� � ������� ��

������
 ������ 	 �����
� �
� �� ��� � ��
�
�����	 ��
9����� ��������

�$��� �� � ��
���
� ��
 � ����
 �� 	���� � ������ ��������
� ��� �
 ���

�����
�
� � � & ��
�
�����	 ��
9����� �������� �������� :!� H
 ���

����� ��
� �� � ��! � & �
 ���� �����
� ���
 �� ��	 ��� ��� �� �����������

�
� �� ��� =��� �	������	 �� ��
 ���� ����������� ��� ������� ������ &�&&

����������� ��� ���
����� ������� �� ������
 ��� ��� � �����;����
���
�� =��

���� � ����� �	���� 8� ��� ���� ��� ��� �	� ��� ��� ���
�� �& �
� �(

�������� ��
������� ��� ���������� 4��� �� ��� ���� �� ��� ���;����
���
��

������� �� ������
 ��� ���& � ����! 	����� � ��$��
�� �& �( � � � �����

��
������ �� ��� ��� ��
�����
� �� ��� ��� ���
�� �& �
� �( �����
 �����

��� ��� ���� ��$��
�����	 �����
���� �
 ��� ����� � � ���

3
 ������ &�&) �� ���� ��� �������� �
� �
 ����� ��� ��������� �� �

��
��
���� ���� �	���� �� � ��� �� ����
���
 7��� �� ��
��� ���
�! �
� �
�

�
 ����� ��� ��������� �� � ��� �� ����
���
 �
� �� ������ �����!� 3
 ������

&�&& ��� ��������� �� ��� ��� ��� ����
���
 7��� ��� �� ��� ��� ���
�� �&

�
� �(!� 3� �� � �������������� �� ������� �	
����� ���� ��� �������
�

���������� ����
 ���� � ���� ���� �
������� ����������� ��������� �
 ���

����� ����� ���
 �� ��� �������� �� ���������� ����� ����� 3
 ���� 

x(3)

x(2)

x(1)

Limit cycle

Orbit approaching
the limit cycle

A1

A2

����� �	�� �����	 �� �	�
��

��� � ���/�
���
���� 6��

�
�� � �
�
� 	*	��

�� � �������	�
�� ��� ����
�



�������
� �� � ���
���� ��5
����
 �� ����
���
 �#�����
 ?�&! �����

���������� �����
�	 ���� � ����� ��� ���� ����
���
 ����� �� 
�� �


�
������ 3
 ��� �����
����	 �� *�
������ ���� ����������� �9���� ���

��	��	
�� 8��
 �
 ��������� �� ������� �� �� ������ � ���	��� 	���	�����

0� �
 ������� �� � ����
�� ��������� ��
����� ��� ��������� ����
��

��� ��� ���;����
���
�� ���
�
 ��� 

�
�&!
��& � �� ���&!

� !( � ���(!
�  

�
�(!
��& � ��&!

�  

�
�&�&.!

��� � � &�. �
� � � )�?� #�� ���
�
 �&':/!� �1��� ���� -$� �&�&.! �� �


��� ���� �� -$� �&�'!�! ������ &�&(�	! ����� ��� ������� �� ������
� &).

���������� ���
�� ����
�� 	 �������
� -$�� �&�&.! ����� ��� �
�����

���
���
� ����� ��� ���� ������� �
�� ��� ��������� �������!� 4�� ������ ��

2

1

0

�1

�2
�2 �1 0 1 2

x(1)

x(2)

0.90

0.80

0.70
0.85 0.95 1.05

x(1)

x(2)

0.87

0.86

0.85

0.84
0.93 0.94 0.95 0.96

x(1)

x(2)

(a)

(b)

(c)

����� �	�� ��� �� �4���

�����	���� ��� !��������

�� ��
�� �7�� %*

�� �	����� 
� ����

��� !�������� �� ��
��

�7�� %* �� �	����� 
� ���

�8�%��
 �� ���# ��'����

��( .����	���� �&



����
�����	 � ������� �� ��� ���������� ������ &�&(�! ����� ���� � ���;��

�� ��� �����
��� �
 ������ &�&(�	! ������� ���� ��� ��������� ������
��	 ���

� ����� �����;����� ��������� ��
�����
� �� � 
���� �� �������� ��
��� 0

���;�� �� ��� �����
��� �
 ������ &�&(�! �� ����
 �
 ������ &�&(��! �
�

������� ���� ��
��� ��
��
�����
 �� ���� ���;�� ��������� ����� ����

���� ��� ��������� ��� ������� ��������� �
 	����	��
� ��	

 ��	
�� 3
 ���� 

������	 ������
� �� ��
 ������ ��� ��������� �
 ������ &�&(�! ��

��
�����
� �� �
 �������	
� �
5
��	 �� ��
��� 1�������� ����������
�

���� ���� ��� ������� ����
���
 ") �� ��� ��������� �
 ������ &�&( �� �


���� �����
 �
� �
� ��� ") 
 &�(/� ��
�� ���� ������� �� � �


������� �� � ����
�� ����������

3

2

1

0

�1

�3 �2 �1 0 1 2 3
θ

dθ
dt

�0.3

�0.5

�0.7

�0.9
0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

θ

dθ
dt

(a)

(b)

����� �	�� �� �����	��� ��

�� ���	� ����� �������

"���
�� 
� �� �����	 ��

�	�
�� ��?! ������ (� � )

�8�%��
 �� ���# ��'����

�( � �������	�
�� ��� ����
�



0� �
����� ������� �� � ����
�� ��������� ��
����� ��� ������ ������

��
����� �-$�� �&�/! �
� ������ &�:! ���� � � )�(( � � (�: �
�

� � &�(�� 4�����
� ��?! �� �
 �
��� �
 ����� ����� �� ��5
�

��?! � ��?! ������ (�

�
� ������ � ������� �� ������
 ��?! � )� 4�� ������ ��������
 �� ��5
��

��

� ������ � � �� ��

����� � �� � �������� �� 
������� �
����� �����
 �� ����

) � �� �� � �� 4�� ������� �� ������
 ��?! � ) �� ������� �� ��� �����

� � ) (� .� /� � � � � �4��� �	�� �� ������� �� ������
 ��� � �����������	

������ �	���� �� ����
 �������� �� �� � ����������� ������� �� ������
 

��
�� �� ����� ��� �	���� ����� �� ���������� A�
�������� �� ��� �	���� ��

���
�	 ������ ���� �
��������! 0� ���
 �
 ������ &�&?�	! �
� �
 ��� ���;

�� �� ��� �����
��� ������� &�&?�!! ��� ��������� ����
 ������
��	 ��
�����

�� � 
���� �� �������� ������� 4�� ������� ����
���
 �� ��� �
���������
 ��

��� ��������� ���� ��� ������� �� ������
 �
 ���� ���� �� ������������	 &�?@�

��������
��
��	 �� �
� ��
������ ��� ��������
� ��� �
 ��� ���� �����;

����
���
�� ����� ����� �� ��� � ����
���
 (�?@ ����� �
� ������� ���
 ���

�
���������
 ���� ��� ������� �� ������
!�

�	� 
������ '����'���� �� ���� ���'����

0 ��5
�
� �������� �� �
 ��������� �
 ����� ��� �	
����� �� ��	���� ��

���� �� ������	� ����
�
�����	 ��
������ ����
��
�� �
 �
����� ��
�����
��

��
����� ��� 
���	 �
����� ��
�����
� �&�)! �
� �(�)! � �&�)! � ��)! 

�
� �����
� ���� ���	 ��� ������� ������� �
 ���� 	 � ��
��
���� ����

�	
������ �	���� 	�����
� ����� �&��! �
� �(��! �� ����
 �
 ������ &�&.�

x2(0)

x1(0)

x2(t)

x1(t)

∆(t)

∆(0)

����� �	�� !�����
�� �� ���

���%* ��%
�� 
� ���� ���	�

��- ���
�
� �����	 �� 
�
�
�� 	���
�
��� �-



0� ���� � ��� ���������
 �����
 ��� ��� ����� �� ���! � �(��! � �&��!� 3� 

�
 ��� ����� 	��)!	 � ) �
� ����� � ����� �����
 ��
��� �
� ���

�������
�� �����
 ��� �������
� 	���!	 ����� ����
�
�����	 ��� �	�����

����
�����
 �� ��� ������ ��)! ����� 	���!	�	��)!	 � ������! � � )! ���


�� ��	 ���� ��� �	���� ������	� ��
������ ����
��
�� �
 �
����� ��
�����
�

�
� �� �������� "	 ��
��� �������
� �� ���
 ���� ����� �� ���� ��� �


����� ����� 	�	 � # � � ����� �������
� 
���� ������&D �4��� �� ���

�����
 �� �
 �
 ��������� ���
 ��� ��������� ���� �
 	�	 � #�! 4�� �����
 ��

���� ������� ��� ����������
 ���� ����� �����
 ��
��� �� ���� �� ����� ��

�� �
5
��	 �� �� ���������	 ������ ��� ����� �����
��� �� ������� ����
�
;

�����	� 0
 ������� �� ��� ��
��� ����
����� ��
��� 5���;����� �������
����

�$�����
 ����� � �� 4��� 	����� �F�(��! � �&��!G��� � F�(��! � �&��!G �
�

��
�� ���! � �����!� H�� ��$������
� �� ��
��� �������
� �����
����

���� ������� ������&/ ��� ��� ���� �� ��� �����
 ������ ��
����� �$�����
 

�� ��5
�� ����� ����� ����� �������� �
� �� ����� ��� ��?! � (� ��� 0�

��5
�� ��?! �� �
��
��� ��
�� �� �� ���������
�� �� �� 4�� �����
 �� ��


����� �� ��� �����
 ������ ��
����� �� ��
� ������� �� ���� ��

���������	 ��
���
�� ��?! �
�	 ������ �� ��� ������
� �� � ��
� �
�

��
�� �� ��� ���� �� ��(! � �! ��
 � �������� �� �
 �
���� 4��� ��� �����

����� ������
���� ��
 � ����
 �� ��&! ��(! ��?! ����� ��( ?! � ��( ?!

������ (�� #�
�� ��� �������� ��(! �
� ��?! ��� �����
 ) �
� (� ���	 ���


���������	 ��
����

4�� ����
�
���� ��
�������	 �� ������� �������
� ���
� ���� �� ����

���� �
 ����� ������ �
 ��� �������
 ��
 ���� ���	 ������	 ����� ����
�
;

�����	! ���� ����� ��
�� ����� ���� ���� ������� ���� �� 
���� �
�

�������� ���
���� ��
 ������	 ���
�� ��� �������
 ���� ���� �� ����� �

�
 ��� ���
�� �� ����� �������� 0� �
 �����������
 �� ���� ������ &�&D �����

��� ������� �� � �������� ��������
� �
 ��� ���
�
 ��� -$� �&�&.! ����

� � &�. �
� � � )�?� 3
 ���� 5���� �� ���� � ������� �� ��� ��������� ���

�
 ������ &�&(�	!! ���������� �
 ����� ��� ��� ����������
� �� �������


����� ?(C?/ �� �
 ���� �����
���
� ���� ��� ��
��� �
����� ��
�����


��
�&!
)  �

�(!
) ! � �) )! ������� �� �
 �������� �
 ��� 5����!� 4�� ��� �������;

���
� �� ��� ����� ��� ��
� ���
������	 �� �
� ���� ��
��� ��������
 �
�

��� ����� ����� ��������
� 4�� ���
���� ����� �
 ��� ��
��� ��������


����������
 �� ���� &)�&.� 4�� ���� �������� ���
� ��
��� ��������
 ��

����
 �� ���
 �����
�� ����� ��� ���� ���
� ����� ��������
 �� ����


�� ���������� 0 �������� ��
� 9��
� ��� ��� ���� �������
� �� ���� �������� 8�

��� ���� ��� �������
�� �
 ��� ��� ����������
� ��� ����� �� ����� �� ���

�������� ����������� 4��� �� ��

�� ���
�
�����	 ������� ��� ���� �


��� ���
�
 ��������� ���
� � �������� ���� &)�&. ���
���� ��� ���� ���


�� ��� ����� �� ?)C.) ��������� ��
�� ����
 ��� ����� �� � ������� �	���� 

��� ������ ������ ���5���� �� ������� ����� � ������
 ���
�� B����
�
� ��

��� ���
�
 ��� ������� �� 
��� ���� ����� ��� 5��� ������� ��� ���

�0 � �������	�
�� ��� ����
�



�������
� ������ 	 �� ��� ����� �� &)�&. ���� ���
����!� 3� ��� ����$��
�

����������
� ���� ���� ������� ����� �
� ��� ����� ������ �
 ����

������� ����� �
 ����
�
���� �
������ �� (� � ����� �
 (!! ���
 ��� �����

����� � ��������� 	 �
 ����
� �� ��� ����� �� ��� ��������� ��7� �� � ����

������	 �������
�� 	 (�&)�&. � & �� � � .D� 3� ������ ����� �
 ����

������� �� ������ ������ ��������� �� ������� ���������
� #�	 �� ��


������� ������	 �� ��� �
����� ���������
� �� ��� �	���� ����� �� �
�	

�������� �� �����
 &)�&.� 4�� ���� ����� ���� �� ��

�� ������� ��� �����

�� ��� �	���� ���� � � .D� #������ ���� �� ���� �� ������� �� � ��
���

���� ��	 ����� �� ��
� ���� �� � � ')� 4��
 �� ���� ������� ���

�������	 �� ��� �
����� ���������
� ���� &)�&. �� &)�(@� 4��� �� �� ����

������� ��� �������	 	 � �����
���� ����
� 
����	 &. ������ ��

���
�����J 3
 �
	 ��������� ��������
 ���� �� �����	 �� � ���������� 4��� 

��� ���������	 ������ ���� �� �
 ���������
� �� ���������
 ���� 	 �

������ �� ��� �� 
�� ��������

4�� ���� ���� ����� ��	 ���� ���������
 ���� � ������
 ���� ���5���� 

�
� ����
�����	 ��������� �
 � ��������� ��
�� ��� �������
� ��
��;

$��
���� 3
���� ��� ���� �� +���
7 ��� ��������� 	 ��� ������ ��

2

1

0

�1

�2
�2 �1 0 1 2

x

y

33

36

35

34

32

*

*

*

*

*

*

����� �	�� .��� � ����
��*

����� ���%� �� 
�����# ���

���9	���
�# �� 	������

��
�� �
��� ��	
�
��# ��

���� 	������ ��
�� ���%�

��	
�
��# %��� ��
�
���
��

���� �� ��� 
�
�
��

	���
�
��# �� ��� ������ ���
�

7��� 	�����* �� :� 2���

��- ���
�
� �����	 �� 
�
�
�� 	���
�
��� ��



������� ���������
� +���
7 ��� ��
���
�� ���� ������� �� �� ������� ��

�� ��
�;��
�� ���������
 �� ����������� ��
�����
�� ��� ����
�������


���� ��������	 �����
 ��
������
 ����� ������ �
 ����� ������ ��� ���������	

���� ��� ���������� �� �������� 4��� ���
 ��� �������� ����������
 ����

�� � �����=	 =����
� ��� ��
�� ������	

� ��� � ����� ������� +�
�;����

���������
 ������ ����������

%���
 ��� ���5����	 �� �������� ����������
 ����������� �
 ������ &�&D 

�
� ����� $������
 ��� �������	 �� �������� ���� �� ������� &�&( �
� &�&?

����� ���� ������
�� �� �������� �� ��� ���� 3� ��� 5���� ���� �� �� ��

�����	 �
 �������� �� �����;�����5�� �������� ���
����E 0 ������� �
����

�� ���� $������
 ����� ���� �������� ������������ ������ �� ��� ��	���$

��� �������	 ��� ������
 ������� �	������ 0������� � 
�������� ���9�����	

�������� ����
�
�����	 ���� ��� ���� ���9�����	 ���� ��� ���� �
�����

��
�����
 ����� ������ � ���� ����� ���������! ���9�����	 ���� � �������	

�������
� �
����� ��
�����
 ����� &�&/! ���� ���	� 
��� ��������! ��� 
����;

���� ���9�����	 �0
���� &'/:I "���
 &':)I ������ K���� �
� %����� 

&'@:I �
� ������ ? �� ������� (!� 4��� ����� �� ���� �����
 �� ������

���� ��� ������
� ������� ��������� ���
 �
 �������� ���� ������� &�&( �
�

&�&? �� �����

8� �������7� ���� ��� 
�
������� ����� ����
 �
 ������ &�&)�	! �
�

&�&)�! �� 
�� 	���� ��
�;���� ����
�
���� �������
�� �� �������
�� ���

��� ������ �����
�� ���������� ������� ������� &�&)�	!! ��� �
������	


���	 ���
�� �������� ��� ���
� ��������� �
� ����� �
������ ��������

����
�
�����	 �� 7��� ���� ����� ��
�� ����� �������� ����
�
�����	 ���

����� ����� ��� ��� ���� �� � ����� �	��� ������� &�&)�!! ����� �
������	

��������� 	 �
 ����
� ��)! �	������	 ���
�����	 ��
� �� �
 ��� �����

Initial
condition x0

Slightly
different
initial condition x′0

True trajectory
from x0

Noisy
trajectory
from x0

True trajectory
from x′0

����� �	� 8
�� � ��
�*

���9	���* ���� �� 
�
�
��

	���
�
�� �)# 
� 
� ����
%� ��

7�� � ��
����* �
����� 
�
�
��

	���
�
�� ��)# ��	� ���� ��

��� �
��# ��
����� ���9	���*

���� ��) ������� �� ��
�*

���9	���* ���� �)�

�' � �������	�
�� ��� ����
�



�	��� ��������� ��������� 	 �
 ����
� �� ����� 	��)!	 �
� ���
���
 �

���������
 �� ���� ����� �������� 4��� � ����� �
����� ����� ����� �� �����

������ ��� 	

 ����� 0� �
����� ������� ��
����� ��� �����
 �� � ��������

�
 � �
�;����
���
�� �
�����
�� ����
���� ���� �
 ��� ���
�� �� �������


�� ��
��������� �	����!� 4�� ����� �������� �
���	 �����
���� �
���	 ����

��
���� �
���	! �� ��
���
� ���� ���� �
 �
 ����� -��� ���� �� ��������

�
� ��� ������ ����
�� �
 ��� �������� �
���	� 4�� 
���	 �
����� ��
��;

���
� �
 ��
���� ���� ���� �������	 �������
� �
������ �
� ��
�� �������	

�������
� ���� ���$��
����� 4��� ����� �� �������
�� �� ����� ����� �� ���

�������
�� �� �
�	 ��
��� ���� ���� ������ ���
 ����
�
����I

	���!	 � ���!� ����� �� �� ��� �������
�� �� ��� ������ ���$��
�����

4��� �� 	��)!	 �� ������� 	 � ������ �� ��� �������
� �� 	 � ������ ��

���! ���
 � ��
 � ������ �
� ��� ���� ����� ���� � ��������� 4��� ��

�
 ��
����� ���� ��� ������� ������� ���� ����� ������ ������ �
 ����

�������� 3
 ���� ���� �� �
������ ��� ���� 	 � ������ �� ��� 	��)!	 ��� ��

� ������� 	 � ������ �� ����� &)&.�

4�� �	
����� �
 �
 ��������� �� ���� �� � ������� �� ����� ��

����
�
���� ��
�������	 �� �
����� ��
�����
�� 8� ���� ��	 ���� �
 ��������� ��

����
�� �� �� �� ������� ����� ��5
����
 �� ����
�� �� ����
 ���� �� �� 
��

�
��������	 ��������!� 4��� ����� �������� ��� �	
����� �
 ��� ��������� 

����� A����
��� ������ �� ��� �������	 �� ��� ���������� 3� �� ������� ���

������� ���������� 
�� �� � ����
�� ��	������	 ��� ���� ��� �
�;����
���
��

���� ���� ��� 
��� �������!! �
� �� �� ���� ������� ��� ���������� �� �

����
�� �� 
�� ������� �%����� �� 	
� &'@.I B������� �
� H�� &'@:I �
�

#�����
 /�.!� ��� ���� ����� �
�����
� �������
���� �$�����
� ����
��
���

�
� ����� �����
�	 ����� ���������

�	 ����� ����'�����

3
 ��������
�� �
� ��

�� ����	� ������� ��� ��� �����
�
�� �� ���

������ ���! ����
� ��� ����� �� ��� �	����� +�� �� ������� ���� �� ��
 �
�	

������� �
� �����
�
� �� ���� ��
�����	 �
� ������ ��
����
 �� ���

����� ������ 

���! � %����!!� �&�&D!

%���
 ���� � ��������
 ��
 �� ����
 ����� ����� �
��������
 �
 ���

�������	 �� ��� ���������E ��� ������� ��
 �� ������� ���� � �������

�� ������
 �������
� ������� ��������� �� �
 ������� &�&( �
� &�&?E 4��

�
���� �� 	��� 4� ��� ���� ���� �� �� ��5
� ��� ��;������ ����	 ������
���

������ �4���
� &'@)! � � ���&! ��(! � � �  ��&!! 	

��0 2��* 	����
���� ��



��&!��! � ���! 

��(!��! � ��� � �! 

��?!��! � ��� � (�! 

��
�

��&!��!� �F� � �& � &!�G 

���������
��������

�&�&/!

����� � �� ���� 5��� ���� �
������ ����� ������ � �����
 �� � �� ���

����� �� ��� �������������� ���� ���� ����� ���! ������� %���
 � �� �

�����5� ���� �) �
� ����� �
 ���
����� ����
 ���) � ��! 	 �
�������
�

-$� �&�?! �������� �
 ���� 	 �
 ����
� ��� 4��� ���) � ��! ��

�
�$���	 �������
�� 	 ���)! �
� ��
 ��
�� � �������� �� � ��
����
 ��

���)! 

��� � ��! � ������!!�

��
�� ��� � ��! � %�������!!! �
� �� ��	 ���� ������ ��� ������ ���!

�� � ��
����
 �� ���!

� � ���!�

8� ��
 
�� �����
� ����
� � ������� �� ������
 �
 ��� �;������ 3� ��
 �

����
 �#�����
 ?�'! ���� �� ��� 
���� �� ����	� & �� ���5���
��	 ����� 

���
 �� ���� �	������	 ��� � $�����������	 ������� ��������� �� ����� � ���


��� �� ���� ��� ������� �� ������
 �
 ��� �����
�� ����� ����� ��

0����
������	 �� ����� �����	 �����
� ��� ��
��
���� ���� ���9�����	 �


�� ��� ������� ������ &�&: ����� � ������ ��� �
 ��������
� �
�����
�

�������� �������
� ���� #�����
 (�.�?!� 4�� �������� ���� �� ��� ��������

��
��
������
 ���! �� �
� �������� ��
������
� �� ���� � �
� ��� ����7�
���

���� �� ��� ���� $��
���	 ��������� �� � � �@�@ ����
��!� 8� ��� ���� ���

����	 ������
���� � � ����! ��� � @�@!! ������ ��� � ������ ����� �
��;

����
� � ����� �	����

g(t)

g(t � τ)
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